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Vorrede. 



Die folgenden dm Yorlepungen sind in Worcester, Hase., bei Ge- 
legenlieii der Feier des swansigeten Jebxeetags der Gründniig der Glaik- 
UniTeniitit gebalten irordeiL 

leh eporedhe dem LehrkSiper der dark-UniTtteilät meinen vollen 
Diink für die Bhxe ena^ die meai mir doxeli die Anfforderong erwieeen 
hsA, Tor den bei dieser Geiegenlieit Temmmelteik Maibematikeni nnd 
FbTsikem einige Fragen der ma&emaiiaohftE Pbyeik za behmdeln. 

Bei dieien YorlefiuigeD habe i^ nur die Entwiddnng eioiger Chnmd- 
gedainkai der matbematiflchen I'lLysik im Auge gdiabt nnd nnr enuelne 
Punkl» läker ansgeftbrl^ die meine eigenen TTatenadiimgen betreffen* 
IKe intereBtanten Yorlesui^fen des Herrn Webster über mathematische 
Physik an der Clark-UniTersitat enthoben mich der Notwendigkeit, all- 
gemeine Sfttse zu wiederholen, die er in eyitomatischer Weise in 
eemen Vorlesungen gegeben hat. 

Ich drücke Herrn Dr. Ernst Lamla meinen herzlichsten Dank 
ans für die Sorgfalt und den Eiferi mit welchem er an der Uberaetznng 
mnnes Werkes gearbeitei hat. 

m Yolteira. 

Vorwort des Übersetzers. 

Die Torliegende denimhe Aufgabe ist gegenflber der amerikaniaehen 
(dark-ümTersiiy 1912) durch eine Reihe Ton Zuafttaen des Yerfikssers 
Termehrfc worden. Dadnicfa ist der Wert dar Yorlesnngen wesentlich 
erhöht worden, dw vor allen Dingen darin liegt, daß sie eine größere 
Reihe tod Problemen der modernen mathematisciLen Physik klar nnd 
knapp leiehnen, die LSsongsmethodeni soweit sie bekannt sind, an- 
deuten und darfiber hinaus zu nenen Forsohmigen anregen. 

An einigen wenigen Stellen sind fOr die deutsche Ausgabe mit 
Qenebmignng de« Ver&ssers einige nicht wesentliche Änderongsn Tor- 
genommen worden. 

Brost ianla. 
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Erste YorlasoBg. 
L AniJyto und mathemaitlwdi» ShynXk, 

Fhigfc man einen Mailieiiiatiker, ob einan Uatendiied maehe 
xwisdheiL dar Elastintillatlieorie und d«r elelctrodynaiiiiselMii Theorie^ so 
wird er die Frage Temeioeii; denn die Art der Diftraiitiai^eidlHmgeii, 
denen er begeguet, and die Methoden zur Lösung der nch darbietenden 
Probleme stimmen in beiden FWoi genau flberein. 

Ändrerseiii hat die Übereinstimmang der analjttsehen Beriehnngen 
auf ein&ohe nnd.natllrliohe Weise sa einem Übergang Ton der Theori» 
der Elastiiität znr elekfcronmguetisehen Liohttheorie gefQhrt, und diese 
hat nach sehr Tielem Hin* nnd Hertasten Dir den FaÜ bewegter Körper 
die kUssische Form angenommen, die Lorents ihr gegeben hat 

leh aogere nich^ diese ganz nnd gar moderne Mstesbewegong mit 
dem pbiloeophisohen Geist in Zusammenhang zu bringen, der ans dem 
großen Werk Ton Lagrange ezstanden ist 

Lagrange hat die Mechanik anf eine einaige Formel lurtto^e- 
ftihrt Ebenso haben die Schöpfer der hauptsächlichsten Theorieii der 
mathemstis(dien Physik, a. B. Fourier, die Tersohiedenen PhSnomene 
als abhängig dargestellt yon einer gewissen Zahl TOn Hauptgleichungen, 
die alle mögliehen Fälle umfassen, und sie haben die meisten Sohwie> 
rillten auf analjtisohe Schwierigkeiten zurttckgeführt 

So haben in d^ Tat^ wie schon so oft wiederholt worden ist, die 
Wurzsla fBr die gröfiten Entdeckungen der Analysis in Problemen dra* 
Naturwiasenschaflen gelegen. Zugleich kann msn sagen, dafi jede Yer- 
Tollkommnui^ dar analytischen Methoden sum Fortschritt der mathe- 
matischen Physik bdgetragen hat. 

Manche Köpfe haben das Beddrfiiis, bei jeder analytischen Unter- 
euohung durch eine Interpretation uuterstötst zu werden, die den In* 
halt ihres Denkens mit konkreten ErseheiAungen verknüpft. Und an- 
drerseits, wie Tide Ergebnisse, die die bloße Rechnung unbewußt und 
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98 Ytto Yoltssba: 

mechaniBch gewoimeii liBt^ und die^ Yom algtbndsdieii Stuidpiiiikte ans 
iMtrachtet^ nns so gut wie gar niehtB sagen, gewinnen pldtzlicli grofie» 
Litoreese und ungeahnte Bedeutung, sobald man ihnen eine physika* 
lisohe Deutung gibtl 

9, wii«Mwin««hi>.t>g zwischen der MaxwellaOliien Theorie und der 

Yariationareolmnng. 

Es durfte nicht notig sein, Beispiele anzuftthren, um die aUbe» 
kamite Wahrheit m beweisen, die ich soeben ausgespiochen habe; aber 
ißh l:ann nicht umhin, einen Ir^pischen Fall auseinandermsetaen, der 
uns zur Einführung sehr nfitzlich sein und uns zugleich zur Betrachtung- 
der Yamtionsreohnung fahren wird, von der wir in dieser Vorlesung 
zu sprechen haben werden. 

Wir werden sehen, daft ein grundlegender Gedanke und eine be- 
rühmte Theorie Maxwells in dem Ausdruck für die Variation eines drei** 
fiwhoi Integrals enthalten sind; man muß nur gelernt haben, aus dieser 
elementaren Formel aUes herauszulesen, was in ihr Terborgen steckt. 

Ich berechne die Variation des dreifachen Integrals 

(1) p-/V{f.|I, l-l. X,, x,)d,,d^dx„ 

wobei flii d!« die kartesischen Koordinaten sind und V eine Funktioik 
TOB sBif bedeutet. Ich setze voraus, daß sich erstois die Funktion 

V unendlich wenig ändert, und daß sich zweitens der Raum 8, der ron 
der Flaclie a begrenzt wird, unendlich wenig versdiiebt und deformiert. 

Um diese Variation zu berechnen, genüget es, nach dem TOn La- 
grange in der Flyilrodynamik gegebenen Vorbild jeden einzelnen mate- 
riellen Punkt durch Parameter, die unabhängig sind Ton der Deforma- 
tion, zu kennzeichnen. Diese Parameter seien tt^, «i» «g. Setzt man 

so erhalt man, da ja d8 ^ dx^dx^dx^ = Ddu^du^du^ ist, 
P ^ JF{ F, F., F„ X,, X,) D du, du, du, , 
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Dzei YorlesuDgen übei neuere Fortschritte der mathematischen Fhjeik. 99 
und folglieh 

8 '1=1 

^ d^na^,) d( F,Ja^,g ,) d^r^arj.dx,) _ Ji? ^ rf(f^a^ 



s— " usf., 80 wird 

asBi ^ ^« aas» ' 

und aUgemeiii .^\öv B6x, 

n 

Durch Euuetzen erhSlt man nim 



Partielle Integration liefert 

Hierbei ist n innere Normele der den Baum S begreozeuden Fläche 0. 
Hiernach ergibt sich 



+ 
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100 YrtO VOLTBBBA,: 

An Stelle der Yerrdckatigeii dxif . . . soUea jetst die Komponenten 
der Rotation jedes Teilcheni des Mediums 

und die Deformationsgrößen eingei'ührb werden: 

cdx^ d9Xf d9x^ 

Dureb Einfüliraag dieser Groden Icana man die Doppelsamme 
— ^ ^. vAf im Ansdniek für rnnformen. Man kann 

B in drei einfache Summen «erlegen, in denen bsw. I — k — 0, 1 oder 
— 1 ist iis wild (wenn a;^ — ist usf.) 

Nnn ist 
daner 

et " Q afi "'«tS 

Führt man jetzt die Abkürzungen ein 
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Setet man flndlich noch 

-*'i"'ä^' ^»""53; -^^d^» 

■0 niiDint die Gestalt «n: 

aP- + + wo 

8 

Dm durcligefmirte Reebnimg itt eine der elementaren Operationen der 
Yariationareehnnng. 

In Worten lißt sieh die gewonnene Formel folgendermaßen aus- 
Bpreehra: 

Die Variation des dreifachen Integrals kann als Summe 
Ton drei Ausdrücken angesehen werden. Der erste (^,) hängt von 
der Variation der Funktion V ab; den zweiten (A^) kann man deuten 
als Arbeit, die bei der Verschiebung und Drehung der Teilchen des Ke- 
dinma geleistet wird; der dritte Ausdruck (A^) endlieh kann als Arbeit 
gedeutet werden, die isnr Deformation des Mediums selbst Tsrwandt wird. 

Jedesmal, wenn A^ und A., null sind, kann ÖP der Arbeit elasti- 
scher Kräfte gleichgesetzt werden, und daher charakterisiert die Ge- 
samtheit der Größen f^^, t,-,^, f^^, ^3, t^^ den Spannungszustand. 

Nehmen wir nun un, (iaß P die Energie Newtouscher Kräfte ist, 
z. B. die elektrostatische Energie eines M('<liunis, so verschwinden A^ 
und yig. Es genügt hiertür, P durch den wohl bekannten AußUruck zu 
ersetzen , ^ 

8 8 

wo V das Potential und q die Dichte der Masseuyerteilung bezeichnet. 
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Berechnet man die Spannniig, so findet man die MaxwelUohen Span» 
nnngea, d. h. 

*u - ^ (gr»d -M")\ 's. — r- - 

11 8*^° AnKax) ^ Ancy dz' 

i^^^f^W ^ (^^V t - 1 dVdV 

<„-^^(gnidF)»--(^), 4.a-^^]^- 

Die Formel (1) ist weit aUgemeiaer und umfaßt, wie man leicht 
iiehty auch andere Theorien, Ton denen die Maxwellsohe nur ein be^ 
sonderor Fall ist.*) 

Indes will ieh diese Untersuch uii gen nicht weiter verfolgen; denn 
gar Tiele Probleme bähen wir noch zu besprechen, hei denen die Varia» 
tionsreiduuing eine grofie iU>lle spielen vird. Ich habe die vorstehenden 
JVngen nur berShrt, um eine, wie mir sclieiat, sehr lehrreiobe Nnta- 
anwendnng der Gedanken sn geben, die ich oben in allgemeiner Fonn 
ausgeeproeben habe. 

3. HerleituQ^ der elektrodyQamiächon GrleioliaD£;eix aus der 

Yariatiousreolmuiig. 

Ich l abe soeben von den Metboden der Mechanik gesprochen. 
Sehr viele Fortschritte in diesem gruodl^enden Zweig der matbemati- 
schen Physik verdanken wir Hamilton. Ich brauche nur daran zu 
erinnern, daß sich jede Frage der Mechanik, sobald nur ein Potential 
vorhanden ist, diircb das Hamiltonsche Prinzip auf eine Aufgabe der 
YariationsrechnuQg zurückführen läßt. Zwei Prinzipien gehen daraus 
hervor: das Prinzip der stationären Wirkung und das Prinzip der 
variierenden Wirkung.') Es erscheint überflüssig, noch ausdrücklich 
auf die bedeutsame Rolle hinzuweisen, die das zweite Prinzip bei allen 
folgenden Untersuchungen gespielt hat. Das Genie eines Mathematikers 
wie Jacob i hat hier Spuren hinterlassen, die niemaLs wieder unter- 
geben werden können. 

Auch die Gleichungen für das elastische Gleichgewicht können 
auf eine Minimumaafgabe zurüol^eführt werden, wenn man der zuerst 

1) Vgl. Maxwell, Iraite d'Electrlcitd et da Magn^tiame. l^'* partie, cliap.&; 
4^ paitie, cUap. 11. Siehe auch B. Beltrami, Sulla raiqsreMntasioae delle föne 
newtoniue per meno di fone elastiolie. Bead. del IL Istitato Lombacdo (4) 
17, 581. 1884. 

2) Vgl. z. B. Handbuch der ilieoretiHclien Physik von W. Thomson und 
P, 6. Tait. Übers, von H. Helmholtz und G. Wertheim, Biaouachweig 1874, 
Baad I, erster Teü §§ 818—320. 



Digitized by Google 



Drei Y orlecongen Uber wmsn FoirtwaludtAe der msthenialiMheii Fhynk. IQS 

von Green angewandten Methode folgt. Ebenso kuuji div. Theorie der 
Schwingungen elaßtischer Körper in das Gebiet der Variationsrechnung 
iiiniibergespielt werden, wenn mau das Potential der elastischen Kräfte 
uad die lebendige Kraft der Schwingungsbewegung ins Auge faßt. 

Ich werde jetzt auf dieselbe Frage für den Fall der Elektrodynamik 
naher eingehen. 

Es gibt wohl bekannte Uutersuchur neu iiierüber, und es gibt 
klassisclie \ urlesungen und Abhandiungeu ueli wül hier nur die von 
Boltzmaun erwähnen), wo diese Ableitung Torgenommen worden ist. 
In gewissen besonderen Fällen ergibt sich die Herleitung fast un- 
mittelbar. Worauf ich besonders hinweisen möchte, ist die Tatsache, 
daß man im allgemeinen FaU (ich nehme an, daß das Medium in 
Ruhe ist) aui" unendlich viele Arten zum Ziel gelangen kann, d. h., daß 
eine große Freiheit in der Wahl der Probleme der Variationsrechnung 
besteht, die zu den ins Auge gclaJiten allgemeinen Beziehungen iuhren. 
bpäier werde ich etwas ausführlicher auf die Anyrendungen dieses Ge- 
dankens eingehen. 

Ich beschränke mich darauf, einen der Wege auizuzeigen, die man 
eiusciiiagen kämi.^j Wir setzen 

•V - at ^» - sx^^\ + Jx~^^ '4' 



wobei die indices die \\ erte 1, 3 annehmen können und die KoefE- 
sienten £^,, fi,,, d^^ den Bedingungen genügen: 

liaa seh» mmmehr x^, x^, Xg als kaiteusclie EoordiiiAteii der 
Punkte eines Raumes S an und betrachte die beiden Integrale 



1) T. Tolterra, Sopra le equanoni fondomeniali* della elettcodioamica. 
Bend. Aee. dsi lineet (4) 9 (1. Sem.), 177. 1891. Noovo Ciineato (9) 99, UT. 
IWl. 
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und 



Die DiflFereiiK beider hangt, wie leicht zu zeigen ißt, nur Ton den Wer- 
ten der Funktionen X^, Y^, i^, an den Grenzen der Integrale ab> 
Es i&t namlicli diese Differenz 



und 



Dahor wiid 



JO-JdtJdS 



r * 



+ 2 ix (^r^t^^'^lT'^r-^i^^r+t-^^r^t^^r+t—^fn^^r+M) 

Li der Tai erhalt mau nnomehr 

^'r+2-^r+« ^ 

wenn ein Element der GrenzÜäche des Baumes S, n die Süßere 
Normale ist. 

Damit ist die Behauptung bewiesen. 
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VV u- nehmen an, daß 



5- 



fll «It 

«»1 «tt 

) «M «M «88 ; 

ßn Ai ßii ' 

ßn ßn ßu 

ßn ßn ßn 



^0. 



^0 



ist, wobei a^, «=- a,,, /3^, =- (s, r = 1, 2, 3) 1? unktionen Ton d^, X^, 
Bind, und setzen 



glogg 



d log 6 



Man «rhilt luemu 
da 



1 0, wenn x 4* ' 



80 irird 
und daher 



a r 

r 



Betraehtet man nun das Fniegnl 

h 

80 wird dieses nach dem eben bewiesenen Satz gleich dem Integral 

vermehrt um Glieder, die von den Funktionswerten an den Integral- 

grenzen abhänfjon. 

Diese Kelatiüii fülirt uns sofort auf die gesuchten Autgaben der 
Variationsrechnung. Man braucht nämlich nur 
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ftnzuseizeii nnd findet danua duroh KuUsetBea der Vanation yon 



das sind aber die Gleiobimgeii der Elektrodynainik fOr ruhende Körper. 

Da die Großm «r* und ßr» TÖllig unbestimmt und willkfiriiclL 
sind, ist es auf uneTidlicIi viele Arten möglicli, die GleiehoiigeiL der 
Elektrodynamik auf ein Problem der Variationsreehnang xorftckzn- 
führen. 

Ich. muß noch hinzofiigen, daß die Mittel, die ieh hier besprochen 
habe, nicht die einzigen sind, die aom Ziele föhren, londem daß es 
auch noeh andere gibt. 

4. Die Sedeutung der im 3. Kapitel gegebenen Ableitungea und 



In der Geechichte der XTntersuehnngen Aber die elektiodynamiflohen 
Gleichungen hat die oben beschriebene ZorückfOhrung große Wichtig- 
keit erlangt; wir werden jeiat einige Anwendongeii kennen lernen. 

a) Zunächst ist die Möglichkeit Torhanden, mechaniache ErklSrnngMi 
oder meehanisohe Modelle f&r die Elektrodynamik zu geben. 

Durch die energetischen Prinzipien ist nämlich die Bestimmung 
des kinetischen Potentials bei jeder physikalischen Aufgabe mit einem 
Problem der Varltitionsrecbuung verknilpft. Nun kann man den Ans^ 
druck fttr das kinetische Potential in zwei Summanden zerlegen, deren 
Differenz die Gesamtenergie des Systems darstellt; der erste Ausdruck 
ist ein Polynom zweiten Grades aus den ersten zeitlichen Ableitungen 
der Parameter, die den Zustand des Systems bestimmen, während der 
zweite von diesen Ableitungen unabhängig ist. Daraus ergibt sich so- 
foit eine mechanische Deutung, denn man kann die Gleichungen auf 
solche Tom Lagrangeschen Typus zurückführen. 

In unserem Fall gibt es unendlich yiele Deutungen, und das ist 
nicht überraschend. Wir wissen seit Poincare, daß, sobald eine 
mechanische Erklärung einer Erscheinung existiert, es unendlich viele 
solche Erklärungen gibt. 

Man kann sehr wohl den vorstehenden Entwicklungen viele Theo- 
rien anschließen, z. B. die Tlieorie der Wirbelatome von Lord Xelvin 
und die so berühmten und wichtigen Theorien yon Joseph Larmor.^) 

1) Larmor, Aetber and Matt«r. Cambridge 1900. 




die Gieichui^eu 



lr = 0, i?,-0; 



folgeruAgen daraus. 
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Ganz kflizUch hahan E. und F. Cos «erat*) in ^uum mtereisanten 
Bußh Fcagen behandelt, die mit dem liiar Gesagten in Yerbindnng 
steben. 

b) Indes vollen vir diese Überlegungen beiseite lassen vnd be- 
achten, dafi die Zorackfahrang auf eine Frage der Tariationsredhnong 
ebenso illr analytisehe Zvreelce angewandt ▼wden kann wie die Trans- 
formation der Gleichongen in kmmmlmige EoordlnatoL Zu diesem 
Zweck braoeht nnr an die Ton Jacobi snerst angegebene Methode 
znr Transformation des Differentialparameters zweiter Ordnung erinnert 
sn werden. Dnteh ein ganz entapveehendes Yerfiihren haben mehrere 
Autoren die Gleichungen der Elastizität in krummlinige Koordinaten 
umgeformt, und daroh dasselbe Yer&h^n ist es Beltrami sogar ge- 
lungen, sich Ton den Bedingungen freizumachen, denen die Koeffizienten 
des Quadrats des Linienelements im euklidisohen Raum ganzen 
müssen.*) 

Auf diese Weise wird die Grundlage für eine Optik in solchen 
Bäumen gelegt, die nicht das Krümmungsmaß KuU habm. 

Aber die Transformation, Ton der die Rede ist, kann auch noch 
nach andern Ver&hren yoigenommen werden, die schneller und kOncer 
zum Ziele führen; deshalb will ich den mngeschlageaen Weg nidit 
weiter yerfolgen. 

c) Gehen wir Ton den oben angegebenen Formeln') aus, so finden 
wij- durch sehr einfache Bechnungen folgende Umformung des Aua- 
drueks 

r 

Kach S. 104 ist, wenn man das Symbol d durch ^ ersetzt, 

- dt [2 2 G-^. dr + l^rX-^t')} + ^ 

wobei 

dY,^, ^^^r^i.y ^^^r^i ^ dÄ,+,. 



1) E. et F. Cotserat, Theorie det oorpB dtfoimablei. Paxis 1909. 

2) E. Beltrami, Salle «qnasioni generali d«ll* elasticiti.. Ana. dl MaL (8) 

10, 188. 1880. 88. 

S) S. Amn. m S. 108. 
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TTm 7A1 der gesiicliten Formel zu gelangen, subtraiiiere man auf beiden 
.Reiten der Gleichung 

Dann wird die rechte Seite der Oleicbung gleich 0^ + 0, + ^; dabei ist 

r « r 

Entnimmt man ^ «r« aus dem Ausdruck für (S. 1Q3)| so wird 
oder 

Da nun Z, » iCr nach 8. 105, so folgt nach S. 106 Ur^^ar»^$f 

d X dX * 

r r « r « 

Daher 

Entsprechendes eigibt sidi für 

dA2 Z f^'^^ dt )-2^r 

r • r 

Daher erhält man 

also ein vollständiges I)iü'«'reiitial nacli dt r Zeit und eine Summe von 
Ausdrücken^ die Ableitungen nach den Koordinaten sind, nämlich 
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«rfaUt und werden im Unendlichen die Größen X^, Y^, L^, un- 
endlich klein von passender Ordnung, so irird das über den ganzen 
Raum erstreckte Integral dei Aoadracks (2) yersohwindeu. Darftus 
findet man darch Integration naeh t 

?(-^^+ - fei) 

wo das Integral Uber den ganzen Rannt zu erstrecken ist. 

Wir sind so sn einem inTarisnten Integral gelangt. Es gibt eine 
andere, sogar noch weit merkwttvdigeie Besiehnng, die man nach, dem 
gleichen Verfahren herleiten kann. 

Wir werden in der folgenden Vorlesung Gelegenheit haben, von 
der Entwicklung des Greenschen Satzes zu sprechen. 

Der Inhalt dieses bemerkenswerten Satzes, der die fruchtbarste 
Grundlage für die analytische Entwicklang fast aller Zweige der mathe- 
matisohen Physik gewesen ist, besteht in einer wechselseitigen Beziehung 
zwischen zwei Lösongen desselben Systems von Differentialgleichungen. 
hsk habe früher einmal gezeigt^), daß alle Glwehnngen, die von Auf- 
gaben der Variationsrechnung herrühren, auf einen Beziprozitatssatz 
führen können, der dem Greenschen Satz entspricht Ich will ihn 
für unseren Fall wirklich herleiten. Es mögen zwei Wertsysteme fftr 
die Größen JK^., r„ X^, M^, 17^, betrachtet und durch Anhangen 
▼on einem bzw. swei Strichen unterschieden werden. Ist 

%r'^Vr== Ir = n'r = 0, 

»n tiu let man durch Anwendung derselben Transformationen, von denen 
wir l)eieiLö Gebrauch gemacht haben, 

— JlfrViX^+t + JlC+sXr+i + JC+iXr+ j — JC+t^-i) cos(n,a:^)<lo. 

1) V. Toi terra, Snllo eqnazioni differenziali che provenfjono da qaettioni 
di calcolo delle vahazioni. Eead. Acc. Liacei. (4) 6 {1. Sem.), 43. 1890. 
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Hierbei ist, wie früher , da ein Element der Grenzfläche Ton S 
und n die äußere Normale von ä6. Die Qleicbimg stellt nim g«nde 
die reziprok«^ Bezirbnncr dar, die wir im Änge hatten. Man kann sie 
mit der Tei^leicheu, die Betti für den Fall der filastizität als ein» 
Erweiterung der Green sehen Formel gegeben hai^ und Ton der wir in 
der nächsten Vorlesung sprechen werden. 

Wir gehen nunmehr /n einem Punkte über, dor meiner Ansicht 
nach viel des Interessanten und Aiitei^euden bietet; denn man kann ein 
ganzes Gebiet völlig neuer Uutersnehungen daran anschließen. 

Wir wollen noch einmal auf die Mechanik und das Hn ni i Itonsehe 
Prinzip zurückkommen und uns an die Frage erinnern, auf die es- 
führt. Man hat ein Integral 

^ => {X^^y ..^ f 

in dem die Funktionen r^, x^, x^ von t, die Koordinaten de» 
Systems, erscheinen. Man muß die Variation von P gleich null set/.on, 
unter der Voraussetzung, daß man x,, .r.>, unendlich kleine 

Variationen erteilt. Man kommt auf gewoimiiche DiflFereutialgleichungen 
zweiter Ordnung, denen a:,, . . a*,^ genügen müssen. "Wir nehmen aii, 
daß die willkürlichen Konstanten bestimmt werden können, sobald man 
die Werte der Funktionen Xj, a:„ . . x„ für die Zeiten (q und keuut. 

Betrachtet man i' als Funktion der Werte für 
die obere Grenze des Integrals, so hat man also eine Funktion von n 
Variabeln. Die Theorie von Hamilton und Jacobi, die Cleb^ch, 
Mayer und sehr a iele andere vervoUkonimnet haben, ist aufgebaut auf 
der Auiliudung der Reziehungen zwischen diesi i i uuklion von mehreren 
Variabelu und den Integralen der Diiierentiulgleicliungen, die dem 
Problem der Variationsrechnung entsprechen, und der Ikziehung 
zwischen diesen Integralen und der partiellen Diflerentialgleichung, der 
jene Funktion von mehreren Yariabeln genügen muß. 

Nach dieser Vorbemerkung woUm wir uns der Fragen der mathe- 
malitichen Physik oinnwn, die wir oben betradiiet haben. Wae kdnnen 
wir jetzt dardber Neues aussagen? 

Alles kann auch hier auf Fragen der Variatioxisredumng lurflek- 
geführt werden; aber man hat es nicht mehr mit einer endlichen Zahl 
WOB. Yariabeln zu tun wie m der klassischen Mechanik, wo die An- 
zahl der Koordinaten des Systems endlich ist. Abn mufi Tielmehr 
eine stetige Gesamtheit Ton Koordinaten betrachten. In der Tat ist 
ja das Medium, in dem die Ersdieinung sich abspielt^ ein Kontinumn^ 
und jedem Punkt des Mediums entsprechen Parameter, die den physi- 
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kaliscben Zustand dieses Punktes bestiminen, ebenso wie in der klas- 
sischen Mechanik die Koordiaaten die Lage der T^sehiedenen bewegten 

Punkte charakterisieren. 

Blicken wir auf die Formeln zurück, denen wir begegnet sind, so 
werden wir bemerken, daß in den Aufgaben der mathematischen Physik 
Integrale erscheinen, die an die Stelle der in der gewöhnlichen Mechanik 
auftretenden Summen treten. 

Andererseits drängt sich die Erkenntnis der Verallgemeinerung 
und Erweiterung auf, und man übersieht, daß man ein ganz neues Feld 
von Untersuchungen vor sich hat, ff1r welche durch dir Jacobi- 
Hamiltonscbe Theorie in der Mechanik das Vorbild geliefert wird, und 
bei welchen jedes analytische Ergebnis eine physikalische Bede.atung hat 

5. Erweiterung des Funktionsbegriffs. 

Wir werden sehen, welchen Schwierigkeiten man begegnet, wenn 
man den geschilderten Weg einschlägt. Wir woUen eine Frage von 
noch allgemeinerem Charakter in Angriff nehmen als die, auf die mau 
durch die oben erwähnte VeraUgemeinerung stoßen würde. ^) 

Bei den einfachen Integralen gibt es zwei Grenzen; geht man zu 
Dopyjelintegralen über, so werden die Grenzen von Linien gebildet, und 
wenn man zu mehrfachen Integralen mit einer noch größereu Zahl von 
Variabein kommt, so wird der Integrationsbereich von mehrdimensio- 
nalen Flächen oder Räumen begrenzt. 

Für den Fall einfacher Integrale kommen die Werte einer gewissen 
Zabl von Parametern an den Grenzen des Integrals in Betracht, und 
da« Int^pral selbst muß als Funktion dieser Werte angesehen werden. 
Ganz anders ist es, wenn man zu mehrfoeben Int^ralein übergeht in 
diesem FaQe bat man es mit den Werten gewisser Funktionen an der 
Grenze des bitegrationsbereidiB zu tun^ und man muß das Integral 
als eine Größe ansehen, die von allen Werten dieser Funktion auf 
der Grenze abbSagt. Die Art der Abhängigkeit fodert sieb also voll* 
kommen, und es ist verstindlicb, daß man auf Beziehungen trifft, die 
eine TöUig neue Bedeutung babeu, abgesehen von den gew5bnlicbe% 
die den Zusammenbang zwischen Funktionen und Yariabeln zum Aus- 
dmek bringen. 

Aber ich fftge hinzu, daß man notwendig diesen Sehritt tun und 
diese Gedanken aufnehmen, d. b., den gewobnUcben Begriff der Funk- 
tion erweitem muß, wenn anders man nicbt f3r immer darauf ver^ 
ziehten will, die fruchtbarsten und allgemeinsten Sohdpfnngen der Me- 

1) V. Yolterrftf Sopra ima esteiiBione della teoria Jncobi-Hamiltou del 
caleolo deUe vanastoni. Bend. Acc. Ltneei (4) 6 (i. Sem. , 127. mo. 
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ehanik in Uaier und strenger Weise auf die matbenutiBche Phyaik 
allgemein sa flbw tragen. 

Der Wegy den man in lebter Zeit in Biahtong der angedaateieii 
Anad a hn o pg der Funktionentbeorie und ihrer Anwenduig surttokgelegt 
hal^ iat sehr bedeutend, seit man die Grondgedanken nnd die Methoden 
erweitert hat. Aber Tielea bleibt noch von der Znkanft zn erhoffen.^) 

Gestatten Sie mir, daran zu erinnern, daß ich seit langem den 
Begriflf der von allen Werten einer Funkfcion oder von der Gestalt einer 
Linie oder Fläche abhängigen Größen eingeführt habe, nnd dafi ieb 
versucht habe, dafür allgemein die analytische Entwicklung anzugeben, 
die im Grunde nur eine Erweiterung der Entwicklung einer analytiaohan 
Funktion iet, d. h. der Taylorschen Entwicklung.*) 

Wir werden in der leisten Vorlesung Gelegenheit haben, hieraaf 



bei dem unter dem Integralaeichen /*(!) auftritt, liefert eine lineare 
AbluLngigkeit der Funktionen /*(|) und 4^(4?) von einander nnd ent- 
4q[nicht dem Falle der Funktionen ersten Grades. 

Das Problem der ümkebmng bestimmter Integrale oder, wie man 
es spater genannt hat, das P^oUem der Auflosung linearer Integral- 
gleicJiungen, entspricht der algebraischen Lösung tou Gleiehungs- 
systemen ersten Grades. 

loh bin in der Tat Ton der Anschauung auagegangen, daß eine 
Integralgleichung den GrensfiJl eines Systems von Gleichungen ersten 
Grades mit unendlich vielen Unbekannten darstdlt, und ich habe die 
Ldsung für den Fall erhalten, daß die unendliche Determinante, die den 
Nennor bildet, gleich 1 ist Fredholm hat S|Hiter die Losung fOr be- 
Hel^ Werte der Determimratq gegeben. Ich nnd Schmidt haben auch 
solche EWe behandelt, wo die Integralgleichung nicht linear ist Ganz 
jüDgst habe ich durch Verwmdung der Metboden der Tertauschbaren 
Funktionen das Gebiet der Theorie der Integralgleichungen so erweitert, 
daß die untersuchten allgemeinen Fülle alle früher betrachteten umfisseii.*) 

All das ist nichts anderes als die algebraische Lösung der Glei> 
chungen ersten Gru<Ies, von dem Falle endlich vieler Yariabein auf den 
Fall anendlich rieler übwtragen. 

1) 7gL Y. Telterra, Le^oni sur les dquations int^gnlM et int^gio-diÄireii- 
Üellet und Lefont sor Im fonetioiM de lignes. Pam 1918, Qautliier-Vülan. 

2) V. Volterra, Sopra le foosioQi che dipendono da altre fuuzioni. Rend. 
Acc Li'nrri '{) 3 (2. St ui.., 97; 141; 153. 1887. — V. Volterra, Sopra le fön- 
aioui «Upcmienti da Vuh'h. RenH. Acc. I^incei 'i"! 3 <?. ?Pm.\ 2'>f>: 274. 1887. 

3; Y. Volterra, Leyotis bur leä i'ouctiuuä «ie iigneü, Kap. ^, 10, 11, 12, 18. 
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Die neueren Arbeiten von Hadamard*) und Paul Levy^) sind 
eng m\t der hier be^rochnen Ausdehnung der Funktionentheorie yer> 
knüpft. Insbesondere eradieinen auf diese Weise die Eigenschaften der 
Greensehen Funktionen in ganz neuem Lielite. 

Die Aufgabe, die ich. soeben über die Ausdehnung der Jacobi- 
H am ilton sehen Theorie gestellt habe, geht weit über diese Unter- 
suchungen hinaus. Zwiscbfn diesen Untersuchungen und der Erwei- 
terung, von der ich gesprochen habe, besteht dasselbe Verhältnis wie 
zwischen der algebrui sehen Iiöfiung der Gleichungen und dem Studium 
der Difl"erentialgh''icliungen. 

Gar vieU' Wege stehen offen; doch dieselben allgemeinen Prinzi- 
pien, die zur Aufstellung der Urundlagen für die Lösung der Integral- 
gleichungen geführt haben, leisten auch in diesem weit verwickeiteren 
Fall ihre Dienste. Immer liefert der Übergang vom Endlichen zum 
Unendlichen in der Zahl der unabhängigen Variabel n den Schlüssel 
zur Lösung der verschiedeneu Fragen. Bevor ich den Gegenstand ver- 
lasse, m(k;hte ich den Typus der Ergebnisse augt';).'n. auf die man bei 
dem Versuche stoßt, die Jacobi-Hamiltonsche Theorie auf einen be- 
sondertin Fall von Doppelintegralen auszudehnen.') 

Die Differentialgleichungen 

d{Xi, X,) dH 
d{u, r) ™ dpi, ' 

^ d(«,^r BTi* V» - V 

h 

haben eine Gestalt, ähnlich der der kanonischen Gleichungen der Mecha- 
nik; man kann sie sehr leicht dadurch, herleiten, daß man die Vahation 
des Integrals 

gleicli Kuli Betete 

Es mögen jetzt 9^, «t Funktionen Yon d^, aeia^ 
devarty dafi 

+ f. + ^''« - 0 

ist 

Das Integral W'^ß^x^dx^dx^ + x^dx^dat^ -{- x^d^dx^, efstreckt 



<») 



1) J. Hadamard, Memoire flur le piobltnie d^analyse telatif r^oilibra 

des plaque» dlastiqaes enca trees. M^moires pt6». par diven eavaati 4 l'Ae. des 

Sc de l'Institiit de Franfe. Nr. i. V.m. 

2) Paul l^evy, Les dquatioos iut^gro-düf^reatieiles d^finiMiuit des fouctioiw 
<le8 lignes. Disa. LH 11. 

3) S, Anm. m S. lOS. 
«ad nyalk. m. BatM. XXUL 8 
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Ül»er •me Fische 6, hängt nur von der Randlinie s dieser Fläche ab. 
Idi nenne ee eine Funktion ersfcen Oxades der Linie s und schreibe 

_d dW _ dW 

Zwisdien den Gleichnngen (3) und der Gleichnng 

fA\ tt/ <iTr dW \ , ^ 

in der i^^, p,,, p« durch j^^ , ^^^ ^^^ ersetzt sind, gelten 

dieeelben Bezidinngen, die Jacobi zwischen den kanonischen Gleichun- 
gen und seinw partiellen Differentialgleichung entdeckt hat. Wir sehen^ 
daß durch den Satz, den ich betrachtet habe, ein Schritt getan ist: die 
kanonischen Gleichungen sind durch partielle Dififerentialgleichtingen er- 
setzt worden (Gl. (3)), und die partielle Differentialgleichung von Jacobi 
ist durch die Gleichung (4) ersetzt worden, die man eine funktionale 
Differentialgleichung nennt. In Betreff der Entwicklungen verweise ich 
auf die schönen Arbeiten von Frecliet'), der diesen Gedanken in einer 
bemerkenswerten Abhandlung verallgemeinert und entwickelt hat. Andre 
Fälle sind in meinen S. 112 erwähnten Vorlesungen über Linienfunk- 
tionen behandelt. Die hier auftretenden Gleichungen heißen y,Funktional- 
differentialgleichungen''. 

6. Die Klnkowskisolie Welt. 

Die verschiedenen FrajTen, die wir behandelt haben, treten in der 
allgemeinen Wellentheorie wieder auf. Hier muß nun bemerkt werden, 
daß in anderer Richtuug das Studium der Charakteristiken diese Theorie 
erneuert hat. Man würde die Charakteristiken nicht haben untersnehen 
können, wenn man nicht darauf gekommen wäre, die Zeit als eine Ko- 
ordinate an/vusehen. Ganz neuerdings ist Minkowski iu einer schönen 
und gehaltvollen Abhandlung^) und einem für einen weiteren Kreis be- 
stimmten Vortrag") daraul' zurückgekommen und hat die Gedaukeu von 
Lorentz und Einstein über die Beziehungen zwischen Raum und 
Zeit in ganz neuem Lichte erscheinen lassen. 

Es ist nicht möglich, die Begriffe der Zeit und des Raumes von- 
einander zu trennen. Ein Ort wird immer zu einer gewissen Zeit be- 

1) H. Frichat, Sur ime cxtension de la m^oda de Jacobi« Hamilton. 
Ann. di Matematica (3) 11, 187. 1906. Vgl. euch Ann. de Vtc. Norm. (3) 27, 1910. 

2 H. Minkowski, nie Gmndp^lfiicbungen für die elektromagnetischen Tor- 
gäuge in itewegteu Kürpern. Göttinj^ Nachnchten 1908, S. 6Ö. Abgedruckt 
Math. Annalen GS, 472. l'.>10. 

8) H. Minkowski, Baam und Zeit Jahreeber. derD.]Cafh.-y«r. 18, 76. 1909. 
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olMchtei und «ine Zeit wixd imm«r an einem gewinnen Ort bestimml 
Wird der Raum auf die Koordinaten x, ff, g bezogen und nennt man 
die Zeit so wird ein zu einer gewiseeODi Zeit betnushieter Baumpunkt 
durcb die Geiamtheit dar Werte st, t bestimmt; Minkowski nennt 
das einen i^Weltpunkf. Die Gesamtheit aller mögliehen Werte Yon 
x^y^gyi stellt die ganse Welt dar. Was wir im dreidimensionalen Baum 
beobachten, ist nur ein Schatten oder eine Projektion eines Baumes^ 
der eine Dimension mehr besitat. 

Hier liegt eine Sehwierigkeii Will man die ganze Welt umfassen, 
so muß man einen Tierdimensionalen Baum betraohteo. Indes kann man 
diese Sdiwierigkeit durch ein wohlbekanntes Verfahren beseitigen. 
Man braucht nur von dem ^wöhnliehoL Baum eine Dimension abza> 
trennen und sieh ein Flftehenwesen Yoraustelkn, das diesen zweidimen- 
sionalen Btiom bewohnt Helmholts und Clifford haben uns an 
derartige Vorstellungen gewöhnt und auf diese Weise selbst nodi 
sehwierigere und veririckeltere Qedanken anschaulieh und Terstibidlich 
gemacht, n&mlich den Begriff der Krümmung des Baumes. Es ist ein- 
leuchtend, daß für ein zweidimensionales Wesen die Wdi Minkowskis . 
dreidimensional ist, und wenn mau noch weiter geht und das wurm- 
förmige Weeen Oliffords, d. h. ein Wesen mit nur einer Ausdehnung, 
betrachtet, so ist die Minkowskische Welt für dieses Wesen zwei« 
dimensional. 

Fflr das Flächenwesen wird die Welt durch den Raum x, t dar- 
gestellt. Was wird nun der Minkowskische Beobachter sehen^ wenn 
ein Punkt sidi in Ruhe befindet? 

Ganz augenscheinlich wird er eine 
Parallele zur ^- Achse sehen. Hat der 
Punkt umgekehrt eine gleichförm^e 
Bewegung, so wird er eine gegen die 
^Achse geneigte gerade Linie sehen. 
Der Schatten oder die Plrojektion des 
bewegten Punktes wird gewonnen, wenn g 
sich der Beobachter mif <ler .ry-Ebene 

gleichförmig in Richtung der <-Achsc bewegt. Die verschiedenen Punkte 
y, in denen die geneigte „Welthaie" die £bene schneidet^ ergeben die 
Bewegung des Punktes B. 

7. Zwei-, ditii- und vierdimensionfide Welten. 

Nach diesen VorbeTnerkuugeu wollen wir zur Wellenlbeorie für 
ruhende Medien übergehen. W iv werden da neuen Schwierigkeiten be- 
gegnen, und es muß Ton vornherein gesagt werden, daß man gar leicht 

8« 
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in Irrtum yerfaUeti kdonie, wollte man 8toh nur diUH!li die ein&ohe An* 
flohauong leiten lassen. 

Der Meehaniamtts der Wellen in elaetisehen sveidimensionalen 
Medien ist n&mtich sehr yersehieden Ton dem in dreidimensionalen Me- 
dien, und wenn man die Theorie der Ausbreitung einer KreisweUe auf» 
stellt^ so hat man damit nooh keine Theorie gewonnen, die yergleieh- 
ber w&re mit der fiBr die Ausbreitung einer Rug^welle fAr dreidimen- 
sionale Wesen. ^) üm es deutlieber und klarer aussudräcken: das FJjMshen- 
wesen hat uns gegenüber, die wir dreidimensional sind, eine Dimension 
ywAomn, aber dafilr hat es umgekehrt an Ein&ehbeit inbezng auf den 
Mechanismus der Wellenausbreitung eingebüßt. 

Aagensobeinliob ist dieser Umstand die Ursache einer Schwierig- 
keit; aber es ist uamöglich, sie zu umgehen, da sie in der Natur 
gründet Hegt Dieser Um.staad ist sehr eigenartig^ denn kommt 
äußerst selten vor, daß die Dinge duroh Weglassung einer Dimension 
schwieriger und verwickelter werden. 

Wollte mxa. dieselbe Einfachheit wie für die Wellen in dreidimen- 
sionalen üäumen wiederfinden, so müßte man die Fläcbenwesen beiseite 
lassen und zu den Wellen für das wurmförmige oder eindimensionale Wesnn 
übergehe för welches die Minkowski sehe Welt zweidimensional istb 
Enrs gongt, der Mechanismus der Wellenausbreitung in Räumen 
mit einer ui^eraden Zahl von Dimensionen ist einfacher als in soleheo 

mit einer geraden Zahl von Dimensionen. 

Wir wollen jetzt näher auf diese Flragen 
eingehen. Wir betrachten die Welt des wurm- 
fÖrmigen. Wesens, also die a;<-Ebene. 

Ist Ä das Zentrum einer Erschütterung 
in einem isostropen Medium, und ist die 
Ausbreituugs<2;esch windigkeit der Wellen 
gleich 1, 80 ziehen wir tlurch A die unter 
45® gegen die Achsen geneigten, auf der 
Seite der positiven t gelegenen ^Strahlen. (Fig. 2.) 

Für den Minko wskischen Reohacliter wird sich jede Erschütte- 
rung läug;s der beiden Geraden ausbreiten, die wir ge/.ogen haben, und 
außerhall» ihrer wird keine ErschütteruMg in seiner Welt vorhanden .sein. 

V^om analytischen Standpunkt sim! «lie (ieradt?n, dii^ wir gezogen 
haben, die Charakteristiken der d'Alem bertschen Diifereatialgieichong 

dt* gx'""' 

1) Y. Volterra, Sülle vibrazioiki lominoae um. mmi iiotropL Bend. Aee. 
Liucei (5) 1 (2. Sem.), 161. 1892. 
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YerBchieben wir die a;-Ach8e gleichmäßig in der Richtung der t, 
90 beseicbaen die Punkte^ in denen die Charakteristiken die ^v-Achse 
admeiden, die oadieinander von der Wdle eneichten Stellen. 

Wir kehren m dem Flächenwesen znrflok, fdr das die Uinkowaki- 
ache Welt der Raum x, y,tuL Ea aei ^ wieder ein EnregungszeDtmm in 
einem iaotropen Medium imd die Aiiahrei- 
tungsgesehwindigk L . t gleich eins. (Fig. 3.) 

Wir zeichnen nach der Seite der posi- 
tiTcn i den Kegel, der Ä zum Scheitel 
hat, und deasen Enengende nnier 45** 
gegen die ^Achse geneigt sind. 

Ohne lülhere FMlfung könnte man 
leicht sn dem Analogieachluß rerleitet 
werden, daß aich fttr den Hinkowaki- ^ 
achen Beobachter jede Erschüttenrng Ifinga der EegelflSche anshreitety 
und daß ea außerhalb dieser Flache keinerlei Erscbfittening in seiner Welt 
gebe. Aber dem ist in Wahrheit nicht so. Die Erachatterang erMlt daa 
ganze Innere dea Kegels, nnd außerhalb ist keine Erregung vorhanden. 

Hierin besteht die größere Kompliziertheit dea Mechanismus in 
diesem FsJI im Vergleich zu dem vorher besprochenen. 

Wollten wir zu dem nun folgenden, auf dreidimensionale Wesen 
bezfiglichen Fall übergehen, so brauchten wir nur auf die Vorgänge 
mrflokzukommeDi die statthaben würden, faUa die Eraehfltterungeu einzig 
nnd allein auf dem Kegelmantel vorhanden waren, und h&tten in der 
Vorstellung noch eine Dimension mehr hinzuzufügen. Ilm die beiden 
tersehiedeneu Arten der Wellenauabreitung, die wir gefunden haben, zu 
unterscheiden, werden wir sie mit den Auadrücken |,We]le ohne Resi- 
duum" und „Welle mit Reaiduum*' bezeichnen. 

Der Kegel, den wir soeben betrachtet haben, ist die charakteriati- 
ache Fliehe der Differentialgleichung 

In dem folgenden Fall, in dem wir in der Voratellung eine Dimen- 
sion hinzugefügt haben, würde man einen Kegel finden, der die charak* 
ieriatisdie HyperflSche der DifferentialgleichuDg 

9^ a*» 9^u f. 

IStb 

8. VariatdonBreclmung und Theorie dea Stoßea« 

Die charakteristischen Linien und Flachen, die wir soeben be- 
trachtet haben, apielen eine Rolle in der Theorie des Stoßes oder der 
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Ausbreitung diskontinuierlicher Erreffuntreu. Ich werde die alln^emoinen 
Theorien beiseite lassen, die für dtn lall der Hydrodynamik und der 
Elastizität von, H ugun iot, Christoffel, Hadamard entwickelt worden 
sind, und mich auf die Aufstellung einer sehr eiafachen Beziehung be- 
schränken, die zwischen der Variationsrechnung, der Ausbreitung dis- 
kontinuierlicher Erregungen und den charakteristischen Flächen besteht*) 
Ich betrachte den sehr einfachen Fall der Gleichung 

d*u c'u d^u ^ 

die den Schwingungen einer Membran entspricht. Das Problem der 
Variationsrechnung, von dem sie abhängt^ besteht in der Nuilsetzung 
der Variation des Integrals 

Wir nehmen jetzt an, daß es im Innern des Baumes x, y, t Fläehea 
gibi^ auf denen n ateiig ist, teioe Ableitungen aber unstetig sein können. 

Man kann sich die Fr^en vorlegen: Auf welchen Flächen werden 
die Ableitungen in der Art unstetig sein können, daß die Variation ron V 
immer Tersch windet? Welchen Bedingungen werden die Werte der Ab- 
leitungen auf den beiden Seiten der Uustetigkeitsflächen genügen müssen? 

Die Frage bietet keine Schwierigkeit; man findet daß die Flächen 
Einhüllende der eharakteristischen Kegel sein müssen. 

9. Anisotrope Medien. 

Was wir über die Wellen gesagt haben, bezi* I t ^ich auf isotrope 
Medien. Die Schwierigkeiten werden außerordentlich viel größer, sobald 
man Wellen in anisotropen Medien ins Auge faßt 

Der Grund ist der, daß die Theorie der £rr^nng8Eentren, die wir 
für isotrope Medien skizziert haben, versagt, wenn man au zweiachsigen 
anisotn^en Medien übergeht. Es gewährt einen eigenen Beiz, die Ar- 
beiten Ton Lame über diesen Qegenstand zu yerfolgen. Seine Ergeb- 
nisse sind analytisoh einwandfrei, aber sie können wegen der Singn- 
lari täten der Lösung nicht die Theorie des Erregnngszentrums g^iMi. 
Wir wollen die Formeln nehmen, die Lam^*) für das einem bestimm- 
ten Punkt entsprechende Erregungszentrum gegeben hat, und durch 
diesen Punkt die optisohen Achsen legen. 

1) V. Tolterra, 6ur lea vibratioua dea corpa elaätiquea isotroj[>ea. (Art. lt.) 
Aoka Math. 18, 161. 1894. 

2) Lam6| Lsfoni snr la thdoiie msth. de T^luticittf des eoipa Bplides. Sita» ]>. 
f on, Paiii 185S. 
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Die Komponenten der Yerschiebiuig sind längs der beiden Geraden 
unendlich, und beim UmkreiBen dienr Geraden sind die Verscbiebiingfiii 
Tieldeutig, d. h., geht man von einem bestimmten Punkt mit einem ge- 
wissen Wert einer der Yerschiebongskomponenten auf geeehlommMir 

Bahn um die optische Achse herum, so findet man, wenn man immer 
die stetig aufeinander folgenden Werte der Komponente nimmt und 
schließlich zum Ausgangspunkt zurückkehrt, in diesem einen ganz nenen 
Wert für dieselbe Verschiebungskomponente. ^) Man müßte also an- 
nehmen, daß das Medium längs zweier ebenen Bezirke, die zwischen 
den optischen Achsen genommen sind, derart in Teile zerlegt ist, daß 
die Teilchen des Mediums auf den beiden Seiten dieser Bezirke unab- 
hängj^f voneinander schwingen könnten. Das euts|)richt augenschein- 
lich nicht der Vorstellung, die wir uns von dem Medium machen, denn 
«8 handelt sich um die Vorstellung eines kontinuierlichen Mediums. 

Lam^ hat zu beweisfn versucht, daß seine I >rmeln die einzigen 
sind, die einem Erregungszeuti um in einem doppeibrechenden Medium 
entsprechen können: daher würde man zu dem Schluß geführt wf^rden, 
daß es nicht möglich ist^ in einem derartigen Medium ein Leuchtzentrum 
zu finden. 

£3 ist klar, daß das alles nicht richtig ist, aber man muß die 
analytischen Ergebnisse interpretieren, um zu Terstehen, woher der 

Widerspruch kommt. 

Wir wollen :iiit der Spezialisierung »ier Formelu von Lame auf 
den 1 all eiues emaciibigen Mediums beginnen. Man findet Lösungen, 
welche längs der ganzen optischen Achse nnendlich werden. Das ist 
eine Singularität, die nicht verträglich ist mit dem Vorhandensein eitles 
einzigen Erregun i^szenirums. Aber wir wollen noch weiter gehen und 
auf den Fall des isotropen Mediums spezialisieren. Die Singularität der 
Verschiebungen, die in der Tatsache besteht, daß aie längs einer Ge- 
raden unendlich werden, ist auch jetzt noch vorhanden. Es könnte also 
kein Leuchtzentrum in einem isotropen Medium geben! Das schließt 
augenscheinlich einen Widerspruch ein. 

Andererseits wissen wir seit Euler, daß wir durch die Ableitungen 
der Funktion /(r + i) 

wo r die Entfernung vom Erregungszentrum darstellt^ die Sehwinguni^ 
komponenten ohne jede Singularit'at berechnen können, ausgenommen 
für das 2Seutrum selbst Die Deutung, die Lam4 seinen Formeln ge* 

1) Y. Vol terra, Snr leä Vibration« luioineuaeä dana lea müieux biru&ingeats. 
Acta Math, W, 163; läi»2/9ä. 



Digitized by Google 



ISO Vno YoijmaA! 

geben hat, enthält also einen prinzipiellen Fehler, und dieser besteht 
in folgendem. Lame wußte nicht, daß der Mechanismus der Wellen 

derart sein kann, daß die Welle ein Residnum hat. d. Ii. er vermutete 
keinen anderen Mechanismus alß den, der, wie wir gesehen haben, für 
isotrope Medien mit einer ungeraden Zahl von Dimensionen vorhanden 
ist. Deshalb gab er seinen Formeln von Anfang an eine Gestalt, die 
dem Mechanismus nhve Residuen entsprach, und das mußte ihn not- 
wendig zu einem Irrtum führen. Jetzt können wir daraus entuelimen, 
daß der Mechanismus der Wellen für den Fall dreidimensinmle. doppel- 
brechender, zweiachsiger Medien sich dem Mechanismus der Wellen mit 
Eesiduum annähern muß und nicht dem ohne Residuum. 

Abgesehen yon der hier wiedergegebenen n^tiT«B BCritik der 
L am Aschen Ergebnisse, ist man kaum weiter gekommei) ab er, denn 
die Fonaeln für das Lichtzentrum in amieotropeu zweiachsigen Medien 
sind noch zn finden. Es ist daran zu erinnern, daß die Fresnelsche 
Wellenfläche nicht als Folge der von einem Erregungszentr^m aus- 
gehenden Wellen gefunden worden ist, sondern man hat sie aus der Fort- 
pflanzung ebener Wellen, und zwar als Einhüllende dieser Wellen her- 
geleitet. Der Schritt, der zu tun bleibt^ ist groß und schwierig, und ich 
WttBe gern auf ihn hin, weil es äußerst wichtig wäre, ihn zu tun. 

Ein neuer Zweig der Optik würde sieh der Lösung dieser Frage 

anschließen. 

Es ist nocli hinzuzufügen, daß man für das anisotrope einachsige 
Medium das Problem lösen kann. 

Ich will in kurzen Worten den Weg dam angeben* 

Die Gleichungen dar Optik für anisotrope Medien sind 

wobei 
ist 



TT _ 2j£ TT dtß ^djt w 



Die Gleidiungen kann man zusammenfassen zu einer einzigen, der 
inan eine Töllig sjrmmetrisehe Gestalt geben kann. Setzen wir 

6» + c* . c»-fa* . a*^l>* > 
hT"^-^* -ift"""^» 

i^^y^i, 
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SO ist dio fragliche Gleiehimg die folgoide: 



(7) 



Fict axj ex* aar* "^l \äxf aa;| CJic^x;/ 
^ \aa:Jt aar* aar;/ l^axiaar« dx^cixl) 



Die Komponen^ten d«r Yeneliiebiiiig mfiasen den C^leiehongen ge- 
Bflgen 

i$2f;»0^ i^K^-O, 

und umgekehrt können alle Liiegrale der optischen Gleichnngen in der 
Form geschrieben werden 







a'F, 

dt' 




axr a* dy czj' 


(8) 


v — 


dt* 


- h^^Ft -1- 


ayT a« +'^ay +^ a*/' 






dt* 


— i^jü^F^ + 


a« ay ew* 


wobei 










(9) 




~ ay ' a« ai ' "5^ ~ *a« 


ist 











fit fii fi Integrale der Gleiehnng 

In der Taib, setit man die Yorstehoiden AnsdrQcke in Oleichnng (6) 
ein, so findet man> daß sie befriedigt irizd| nnd setst man sie in die 
Gleiehnngen (5) ein, so nehmen diese die Gestalt an 

Wf aÄ/.ß aß/, iBfi^o aÄf. ^ 

k^w; 0, — ay a» a* ay "* a« 

Genügen daher f\,f.2yf% der Gleichnnpr (7), so werden die ror- 
stehenden Gleichungen und daher auch die (jleichungen (5) befriedigt. 

Wir wollen nun umgekehrt voraussetzen, daß (6) nnd (6") be- 
friedigt werden. Wir berechnen 7unäohst J'\.F..,F.^ derart, dali die 
Beziehungen (ö) erfüllt sind. Iniblge der Beziehung (6) hat man 

a« i'dF, , ?F. , ?F, 

dt' 



Daher kann man Fi, F^^, F^ so wShlen, daß anoh die Gleiehnng 



erftült wird. 



a« ay dt 



0 
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Darauf berechnen wir j\,f.,,f^ 80, daß die Gleichungen (9) be- 
friedigt werden. Man erkäit dann die Gieichangeii (10) imd infolge- 

«fi-if, Ä/i-g, 

Ist daher 

m kann mau f^, f^, durch 

«""W it^dy' '»"aF 

ersetzen, und diese neuen Funktiontiu beirieJigen die Gleichung (7). 

Wenn wir nun voraussetzen, daß das Medium einachsig ist, d. h. 
b=^c, so zerfallt die Gleichung 5i/' = 0 iu zwoi Olfnchungen vom Typus 
der Laplacescben Gleichung, von der mau zum retardierten Potential 
übergehen kann; deshalb Vjinn mau ia dieeem Fall ohne Schwierigkeit 
das Problem des Lichtzentruuis lösen. 

Ist nämlieh ^ — so erhalt mau 

•4.1 " 2 , ~äb~~ 

und 

Die LMimgeii der Gleiehni^ 

sind die Lösungen d^ Gleichungen 

und die Lösungen der Gleichungen (ö) and (6) Terein&chen sich in 
diesem Fall sehr. 

Man kann die hier mögliche Zerlegung mit dem Zerfall der Wellen- 
fläche in Kugel und Ellipsoid vergleichen.^) 

Betrachten wir einmal die AVellenfläche für den alls^onieinen Fall. 
Jeder Schnitt durch eine der Öyrametrie- (oder Kooi-diuaten-)ebenen 
zerfallt in einen Kreis und eine Ellipse. Diesem Zerl'all entspricht 
eine analoge Zerlegung der Gleichung (7), wenn man zylindrische 

1} Ich habe diese Frage ia meiner Vorlesung über mabhematisohe Phjiik 
an der UnlTenit&t Born L J. 1901 befaandelL 
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Wellen parallel za den Eoordinatenaehsen betracktet. Setzen wir läan- 
lich Toraui^ daß f Ton d?« nnabhlngig ial^ so erhält Gleiehnng (7) die 
Oeatalt 

' \dxl c dxi e dxll \dx\ b cxi a da^ ' 

Baa Ftoblem der Fortpflaosung zjlindruick«r WeUm parallel an 
den Eoordinatenacliaen kann man daher reaüos behandeln.^) 

10. BinfUhTong aamunetelaoher Gleidhniigen. 

Bei den Torstebenden BeiracbiangeD haben wir gelegentUeh t durch 

4?]/ — 1 ersetzt und auf diese Weise eine Symmetrie in den Grleichungen 
erzielt, die vorher nicht vorbanden vvur. Da sich hier Gelegenheit 
bietet, wollen wir ein paar Worte über die Einführung imaginärei' 
Größen in die mathematische Physik sagen, ohne auf irgendwelche 
Jihüzelheiten einzugehen, die uns gar zu weit ablenken könnten. 

Man braucht gar aicbt erst bis zu den Schwingungen in aniso- 
feopen Medien zu gehen, um ein dem ange- 
gebenen ähnliches Ergebnis zu iindeu. Die La- 
placeäche Gleichung 

d^U O-U O-U 

nimmt die Form an 



(11) 



fX 




ng. 4. 



wenn mau z durch it ersetzt. 

Auch in der Potentialtheorie selbst ist es 
zuweilen nützlich, reelle Massen durch solche zu ersetzen, die eich in 
imaginären Punkten befinden und dasselbe Potential haben.*) 

Ist A ein beliebiger Punkt und a eine beliebige Ebene (Fig. 4)y 
«o kann man Massen m und eine Doppelschicht in imaginären Ge- 
bieten von a finden mit demselben Potential wie die Masseneinheit in Ä. 

Ist V die Potentialfunktion, die Ton Massen M herrührt, so findet 
man daher nach dem Ganfischen Satz, daß der Wert von V im Punkt A 
dem Potential der Massen M aaf die Massen m und die Doppelschicht ^ 
gleich ist 



1) Vgl. die zweite Vorlesung, Kap, 1«. 

2) V. Volterra, Esercizi di äsica matematica. Rivista di Mat. 4, 1. I8d4 
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Auf solche Weise kann buuIi wenn man auf a den Wert Ton V 
und der noniialon Ableitoi^^ TOn T' kennt, den Wert von F in A 
finden und das aUgemeine Integral der Liiphic eschen GIeirhun;jf be- 
rechnen, ans dem dann das aUgemeiDe Integral dar Gleiehung (11) 
so cmtnehmen ist. 

Durch ein entsprechendes YerfiEdiren kann man aach ein sym- 
metrisches Poteutiiil berechnen, wenn man seine Werte auf der Sym- 
metrieachse kennt, ohne daß man auf die Entwicklung in Reihen zurück- 
geht. Ein interessantes Ergebnis findet man, wwin man das Prinzip der 
Abbildungen Ton dw Laplaceachen Gleichung auf die Gleichung (11) 
fibertrSgi 

Dam hrancht man nur die durch das Lini^element 

bestimmte Metrik durch die andere ku ersetsen, die durch das Linien* 

dl' - dx' - dy' ' 

bestimmt wird. 

Die Bilder in bezug auf Kugeln werden zu Bildern in bezng auf 
gleichseitige Hyperboloide, und darauf kann mau eine Theorie der 
Wellenlehre aufbauen.') 

U. Tta3i«fozmatio& der Lorentmidien Oleidiungen dnroli Mtnkowski 

und Volgerangeii davmu. 

Man verdankt Minkowski eine Transformation der Lorentzschen 

Gleichungen der Elektrodynamik derart, daB durch Ersetzung von durch 
9^ den 8 Grundgleichungen eine symmefrii^che Gestalt gegehen wird.*) 

Dadurch findet er das Lorentssche Theorem der Relativität und 
— das liegt in diesen Betrachtungen — die analytische Grundlage für 
seine tie%ründigen Ansichten über Raum und Zeit. 

Wir wollen ihm nicht auf dem analytischen Wege folgen, sondern, 
vielmehr yersnchen, sMne Grundgedanken in fast anschaulicher Darstel* 
lung und in sehr elementarer Gestalt su geben. 

1) Y. Yolterr», Bull' si^licasione del metodo delle imagjoi alle equasioni 
di lipo iperbolico. Atti dd lY. Congr. intern, dei tfateniatioi. BMna 1908. 

Bd. II, 80. 1909. 

2) V-1. S. 114. knm. 2. 

8) Es gibt «ine große Zahl elementarer Darstellungen dieser Theorie, ich 
«rwfthae s. B. die Ton 0. Castelnuovo, Snlla evolnzione delle miinre dello «paaio 
e del tempo. Atti dsUa 8ociet4 Italiana per 11 progrMso delle Seienze. Y. Rin,- 
niMie. Borna Okt. 1911, S. 47. — Die volUtändiget« und umfassendste Darstellung 

der R^latiTitätstheorie findet sich in dem Bucli; Max Laue, Das Tlelati\ itäts- 
pnnzip, 2. Auflage, Braunf<( hweig l'Jia. (Sammiuiig „Wissenscbaft", Bd. 88.) Dort 
"werden auch alle bifiherigeu Arbeiten über diesen Gegen»tand zitiert. 
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Fig. 6. 



Wir woHen daher die Betrachtungen wieder anfnehmen, die wir 
«oeben abgebroehen haben, nnd die ans sehr ntttslieh sein werden. 

Mmi ftase daa wuxmfSTmige Wesen ins Auge, dessen zweidimen- 
sionale Welt die d;^-Ebene iit; welche Änderung wird man Tomehmen 
m&ssen, wenn sich der Beobachter selbst mit gleichförmiger Geschwin* 
digkdt bewegt und die relatire Bewegang beobachten wUl? 

AngensßheinHch genfigt es, nach den New- 
ton sehen PrinzipiOL die Achse in eine geneigte 
/-Achse zu yerwandeln und immer dieselbe ar- Achse 
beizobehalten. TatsächUch wird ja jeder Punkt A, 
der dieselbe gleichförmige Geschwindigkeit be- 
sitz!^ durch eitle Parallele zur Achse dargestellt 
nnd erscheint daher ruhend (Fig. 5). Anderer- 
seits bleiben die Gleichongen der Newton scheu 
Mechanik ungeändert^ wenn man die Koordinaten 
d;and t in x — at und t verwandelt; das entspricht nach den Sätzen der 
analytischen Geometrie einem Übergang TOm x^ System zum a;^'- System. 

Man kann daher den Satz aussprechen: ^as Newtonsche Bda- 
tivitätsprinzip . besteht in der Möglichkeit, vom xt-System zum xt'- 
System überzugehen, ohne dah ;i die Ansdracke für die Gesetze der 
Mechanik zu ändern." Das hat statt für den Fall der zweidimensio- 
nalen Minkowskischen Welt. Für den Fall der vierdimensionalen 
Minkowskischen Welt läfit sich da8sell)e Gesetz dahin aussprechen, 
daß man vom System x, y, z, t übergehen kann zum System y, f, 
d.h. die Gleichungen der Newtonschen Mechanik sind inrariant gegen 
die Gruppe von Transformationen 
x — at, y — bt, z — et, t, wobei a, b, c 
drei beliebige Konstauten bezeichnen. 

Wir wollen jetzt zur Ausbreitung 
des Lichts übergehen. Die Lichtge- 
schwindigkeit werde gleich 1 gesetzt. 
Wir zeichnen die Charakteristiken, von 
denen wir oben g-esprocheii haben, 
d. h., die durch den Anfangspunkt gehenden Winkelhalbierenden i,j des 
Winkels zwisohen x- und ^Aehse ( Fig. G) und stellen das Postulat auf, 
daß die Gesehwindigkeit des liichts unveränderlich sei, auf welches 
System auch man immer sich beziehen möge. 

Es ist augenscheinlich, daß dieses Postulat im Widerspruch steht 
mit dem Newtonschen Jctelutivitätsprinzip, denn da /, j nicht die 
Winkel zwischeu x- und ^'-Achs*^ halbieren, wird die Lichtgeschwin- 
digkeit im neuen System einen andern Wert haben. 




«ff. «. 
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Wie muß man nnn das Newton sehe ReUtiTii&fcipriniip ab&ndeni, 

um diesen Widersprucli zu beseitigen? 

Maa ersieht sofort, daß man beim Übergang Ton der f ' zur ^-Acbse 
aucb die X" in die ^'-Acbse verwandeln muß, damit 
die Geraden ^ j immer die Gleichung haben 

Betrachten wir nun ebenso das HacheuweBen mid 
die dreidimenBionale Minkowskisehe Wslt. Wir 
zeichnen (Fig. 7) den charaktoistisehenEegel^ 
— der die Gleichnng hat 

a;2 -f - ^8 _ 0. 

Gehen wir Ton der ^-Achse an einer ^'-Aehse im Innern des Ke- 
gels über, 80 müssen wir sn^^eich aucb die x- und die ^-Achse derart 
in eine bzw. 7/'- Achse verwandeln, daß die Gleichung des Kegels auch 
in besag auf die neuen Achsen die Gestalt behalt 

Gehen wir schließlich su den dreidimensionalen Wesen Uber, deren 
Welt Tier Dimensionen hat, so haben wir eine derartige Transformar 

tion der Koordinaten und der Zeit Tozzooehmen, da6 
die Gleichung 

+ + — ^^-O 

übergeht in 




X 



Wir haben also die Newtonsche Trans- 
formationsgrnppe durch eine Gruppe von. 
Transformationen zu ersetasm, die dio 
quadratische Form 

in sich selbst überführt. Gegen diese Gruppe sind die 
Lorentaschen Gleichungen inTariant. 

Wir wollen su dem ^ifacheren Fall zurfldLkehren» 
Wir zeiehnen(Fig.8) die Hyperbeln mit den Gleichungen 

^•*± 1. 

Die den verschiedenen Räumen x, x' entsprechenden Längenein- 
heiten sind die Abschnitte zwisclien dem Anfangspunkt und der Kurve, 
d. h. OX, OX, .... 

Wir wollen jetzt zwei Strecken Alß, CD auf der X-Adise ins Auge 
fassen, von denen die erste in Ruhe sei (Fig. 9). IMese wird durch 
einen Streifen parallel zur ^-Achse dargestellt. Die zweite Strecke 
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bewego rieh gleiefafSnnig, dahtt wird m» isuek rinen gogea die 
Acihse geneigteii SMfea davgettelli Ziun Yergleiek der Llngeii muft 
man sieh swei Beobachter denkeni deren jeder relatir an der Strecke 
niht» welehe er auamißi 

Für den ersten Beobachter ist t 
die Zeitachee, g die BAnmachae, OX 
die LSngraeixihrit. Das Ergebnis 
seiner Messnng ist daher die Mafi- 

Für den zweiten Beobachter 
ist f parallel zum Streifen CD 
die Zeitaohse, x die liaumachse, 
OX' die Längeneiuheit. Als Resul- 
tat seiner Messung ergiebt sich da- 
her S^. *• 




ist. 



Die beiden Strecken sind gleich, wenn 

Hätte aber der erste Beobachter beide Messungen Torgenommen^ 
so hätte er als Verhältnis der beiden Strecken gefunden 



wenn a die Bew^ungsgeschwindigkeit der Strecke ist. Daraus ergibt 
sieh als Folgerung die Lorenta-Kontraktion bewegter £örper. 

Durch die vor- 
stehenden Betrachtun- 
gen werden wir auf die 
Frage nach der Gleich- 
zeitigkeit von Ereig- 
nissen geführt. Es seien 
Ä, B, C Punkte, die 
in gleichf()rmiger Be- 
wegung liings einer Ge- 
raden X begriffen seien. 

Die Minkowski- 
schen Abbilder in der zweidimensionalen Welt sind drei Gerade a, b, o, 
(Fig. 10.) 

Wir zeichnen (:i> Charakteristiken i, die die Auäbreituug des 
Lichtes darstelleu. Angenommen mm, jeder Beobachter besitze eine 
Uhr mit ganz gleichi^rraigem Gang Um die Uhren zu ree^lieren, legen 
wir die Uhr des Beobachters A zugrunde. Wenn er sich zu der Zeit ^ in 




Flg. 10. 
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Äq befindet, gebe er ein Lichtsignal ab, das den zweiten Beobachter in 
B triflFt. Dort wird das Signal des ersten Beobachters reflektiert und 
trifft diesen in ^ zur Zeit t^. Die Geraden A^B und BA^ eisd zu i 
bsw. J parallel. 

Es werde nun das Übereinkommen getroffen, daß in dem Augen- 
Uid^ wo der zweite Beobachter das Signal empfingt^ die Ulir des B 

^ Zeit ^ anaeigen solL 

Daher enthalten die Gerade AB und aUe ihr parallelen Geraden 
„Orte der Gleichzeitigkeit" in bezug auf die Uhr des A. Man sieht nun 
sehr leicht, daß die Gerade AB die Richtung der Itaumachse angibt, 
wenn mau a als Richtuug der Zeitachse annimmt. 

Daraus ist zu schließen, daß, wenn man die Uhr des B den Mes- 
sungen zugrunde legt, die Orte der Gleichzeitigkeit durch Geraden 
parallel zn Xf, gebildet würden, d. h. zu der Kaumachse, die emer iu 
der Richtung h gewählten Zeitachse entspricht. Aber die Richtungen 
a:^ und Xf, fallen nicht zusammen, da der Winkel (.i",, T/) gleich dem 
Winkel (a, 5) ist. Daher sind solche Ereignisse, die in bezug auf 
die erste Uhr gleiclizeitig sind, in bezug auf die zweite Uhr nicht 
gleichzeitig. Man könnte so zwei ganz beliebige Ereignisse, die zwei 
Punkten A und B entsprechen, als gleichzeitig ansehen, vorausgesetzt 
nur, duß die Gerade AB um weniger als 45® gegen die j;- Achse ge- 
neigt ist. 

Wir haben von der Lorentz-Transformation und der Lorentz- 
Kontraktiün gesprochen. Zum Schluß wollen wir noch die Beziehungen 
berühren^ die zwischen dieser Transformation und den Fragen der Va- 
riationsrechnung bestehen, welche den Gegenstand eines Teils dieser 
Vorlesung gebüdet haben. 

Wir haben die Herleitung der elektrodynamischen Gleichungen aus 
den Aufgaben der Variationsrechnung für den Fall ruhender Systeme 
gezeigt. Aber Loren tz hat gezeigt, daß man für den Fall bewegter 
Körper ein älinliches Ergebnis erhalten kann 5 Toincare*) ist darauf 
zurückgekommen und hat bewiesen, daß die Lorentz-Transformation 
die Eigenschaft hat, den Ausdruck, der bei den Aufgaben der Variations- 
rechnung unter dem Integral erscheint, unverändert zu erhalten; d. h., 
die sogenannte „Wirkung'^ ändert sich bei einer Lorentz-Transforma- 
tion nicht. So iiefert das Prinzip der kleinsten W irkung die Erklärung 
für den Erfolg jener Transformation. 



1) H. Poincare, Sur la djnamique de Teiection. Ciic mat. Pal. 12d, I9ü6. 
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Zwttite Vorl0Bii]ig. 

12. Einleitung. 

Es wäre interessant, eine allgemeine vergleichende tieachichte der 
Forschungen der mathematisciien Pli\'sik entwickeln zu können, d. h. 
eine (reschichte des Ursprungs und der Entwicklung der Terschiedenen 
<Jedanken, die in diesem Zweig der Wissenschaft einander gefolgt sind. 
Wir besitzen geschichtliche Darstellungen, die großen wisBenschaft- 
lichen und philosophischen Wert haben; aber sie beziehen sich im all- 
gemeinen auf irgend ein spezielles Kapitel. 

Der berilhmte V^erfasser der ,,?*Iechanik in ihrer Entwicklung", E. Mach, 
der ausgezeichnete Philosoph, der mächtig zur modernen Entwicklang 
der Philosophie der Wissenschaften beigetragen hat, iiat una Abhand* 
iungen geschenkt, die das größte Interesse besitzen. 

Todhunter und Pearsou haben eine sehr wertvolle Geschichte 
der Untersuchungen über die Elastizität veröffentlicht, in der die Forfc- 
fictuitte dieser Theorie mit größter Sorgfalt und Ausführlichkeit klar- 
gelegt werden, im<l auch andre Schriftsteller haben einzelne Punkte 
beleuchtet; aber im ganzen bliebe doch meiner Meinung nach noch viel 
^n sagen. 

Es wäre lehrreich, den nimmer ruhenden Kampf zu verfolgen 
zwischen den Emissions- und den üudulationstheorien, zwischen den 
atomistischen und den antikorpusknlaren Theorien, zwischen den 
mechanischen Erklärungen der Erscheinungen uud den empirischen 
Theorien, und es wäre nützlich, die Stellung zu untersuchen, die die 
verschiedenen Geister gegenüber der Frage der Fernwirkung und der 
iJahewirkuüg (nngenommen haben. 

Der Krieg gegen die „mechanische Mythologie", die Entstehung 
oind die Wandlungen der Energetik sind Meiksteine auf dem Wege 
wissenschaftlichen Fortschritts, die man mit großem Gewinn einer noch- 
maligen Betrachtung unterziehen könnte. Solche Studien würden den 
Geist der verschiedenen Schulen, man könnte sngen, der ein/.«'lnen Rassen 
klar und scharf hervortreten lassen. Man würde endlich noch erkennen, 
wie sich manchmal daneben, miiuchniai vorauseilend und am häutigsten 
hinterher die matliematische Analysis allmählich entwickelt. Aber hierzu 
mangelt uns die Zeit, und es wäre für mich zu schwierig, selbst mir 
im Abriß ein Bild von diesen geistigen Strömungen zu geben, die seit 
mehr als einem Jahrhundert mit so trroßem J']rt'olg zur Ftuderung des 
wissenschaftlichen (ieisies uud zu zunireicheu pruK. tischen Anwendungen 
beigetragen haben. 

Atddv dar IbtbMMittk «ad Vhyilk. IIL Batb& XXIL 9 
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Ich weide micli bei diesen Yorlesiuigeii in engen Grensen halten 
und nnr einen Vesondem Zweig ins Auge fasseni und anch diesen nnr 
Ton einem bestimmten Gesiohtspunkt ans. 

leh werde micb daranf beschranken, einige Ponkte ans der Ent- 
wicklnng der ElasüzitStstheorie zu. behandeln, die aber doch sehr tref* 
fende Beispiele fOx einige der eben erwähnten fragen abgeben kOnnen. 

Zugleich werde ich dnoseits an die roihergehwde Yorlesung an- 
knüpfen, weil gerade die ElastisitStstheorie eine Zeitlang die Wellen* 
iheorie behemcht hat, und andrerseits wird das, was ich sagen will, 
eine Einleitung in die folgende Vorlesung sein, teils in bezag anf die 
analytischen Methoden, teib in bezng auf die physikalischen Gedanken,, 
die dem Ganzen zugrunde liegen. 

Idi habe soeben von dem großen Werk yoo Todhunter und 
Pearson gesprochen. Mein kurzer Abriß wird zwar nichts mit dieser 
ins Einzelne gehenden Geschichte zu tun haben; aber andrerseits sind 
bei der Anlage jenes Werkes die neuesten Arbeiten nicht berücksich- 
tigt, und gerade mit diesen will ich mich heute hauptsächlich be> 
sdiailigen. 

13. Alte und neue Probleme der "Rlastigitätatheorie. 

Seit Galilei, der zum erstenmal die Frage nach der Biegung eine» 
Balkens gestellt hat, hat man immer Tersuehl^ die Mathematik anf di» 

Probleme der Elastizität anzuwenden. 

Man hatte dabei keine theoretischen Fragen im Auge und war weii 
entfernt von dem Gedanken, auf diese Weise die Grundlagen der modernen 
Optik vorzubereiten; man war darch praktische Fragen, die das Gebiet- 
der Baukunst betrafen, auf diese Aufgaben geführt worden. 

Nach sehr vielen Versuchen ist es gelungen, die allgemeinfn Glei- 
chungen für das Gleichgewicht und die Bewegung ekistischer Körper 
aufzustoUen I^as sogenannte Ilookesche Gesetz i.st die GriindlufTp ge- 
wesen, aber man hat den ursprünglichen Ausdruck dafür erst uniformen 
müssen, um es auf den allgemeinen Fall anwenden zu können. Wir 
werden dieses Ge.spt/. in (ier nächsten Vorlepnnff näher kennen lernen. 

Wir wollen im^ )< tzt auf die Feststellung Lm si hränken, daß das Ver- 
dienst, eine aligemeine Gleichung gewonnen zu lialien, Navier gebührt, 
aber man muß zu seinem Namen noch die Namen von Lame, (Jauchy,. 
Poisson, Green u. a. m. hinzufügen. 

Ich möchte noch bemerken, daß diese Forscher Gleichungen auf- 
gestellt haben, die in erster Annäherung ganz allgemein allen Pro- 
blemen entsprechen, die sich überhaupt darbieten können, und das 
hängt wieder, wie schon in der ersten Vorlesung gesagt, mit dem 
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philosophisch«!! Mai snsttiiimoii, der schon in der klassischen Mechanik 
heiTEchte. 

Jeder kennt den Unterschied, den Poisson zwisehen der analy- 
tischen und der physikalischen Mechanik gemacht ha^ welche er jener 
gegenfiherstellte. Die Ton Lagrange eingefllhrten ZwangskrSfte herr- 
schen in jener; die Spannungen sind von diesem Standpunkt ans Zwangs- 
kttfte. Demg^jenfiber sind sie nach Poisson das Ergehnis moldni> 
larer Wirkungen. Die Materie ist kontinuierlicli fQr die analytische 
Mechanik, für die physikalische Mechanik ist sie diskontinniorlich und 
ams Teilchen züsammen gesetzt. 

Laplace hat den Vorschlag gemach^ die Terschiedenen Theorien 
auf der Grundlage der Molekularhypothese und der Fernwirknng anf- 
znhanen, und Poisson hat diesen Grundgedanken nusgefübrt. 

Man kann sich der Erkenntnis nicht yerschliefien, daß die Elasti- 
zitätstheorie aus diesen erwähnten Theorien snerst hervorgegangen ist. 
Tatsächlich sind Narier und seine Nachfolger von Moleknlaihypotheeen 
ausgegangen, und durch Grenznborrrang und Ersetsong der Summen 
durch Integrale sind sie zu den Differentialgleichungen gelangt. Erst 
spater hat man die Methoden der analytischen Mechanik und der 
Energetik angewandt^ um die allgemeinen Elastizitätsgleichnngen su er> 
halten. 

Poisson und Cauchy nahmen an, daß die wirkenden Kräfte Zen- 
tralkräfte seien. Auf Grund dieser Annahme kommt man, wie wohl 
hekannt ist, zu Ergebnissen, die mit den Beobachtungen in Widerspruch 
stehen. Will man daher die Methoden der physikalischen Mechanik 
befolgen, so muß man die Hypothese der Zentralkräfte aufgeben und 
annehmen, daß die inneren Kräfte toti der Stellung der jMolekeln ab- 
hängen. Auf diese Weise kann man dasselbe Ergebnis erhalten wie 
bei Zugrundelegung der Hypothese der kontinuierlichen Kaumerfülluug 
nnd bei Anwendung der allgemeinen Grund«nt7»' der Energetik. 

Man hat auch Versuche gemacht^ die Jlvjdlhese der Zentralkräfte 
mit dni Ergebnissen der Beobachtung in Einkhiug zu setzen, imd zwar 
daduri Ii, daß Tran die Bewegung der Molekeln berücksichtigte; aber ich 
will darauf nicht weiter eingehen. Im Anschluß an die Auseinander- 
setzung in der ersten Vorlesung muß ich hinzufügen, daß, wenn man 
die Fernwirkungen durch elastische Wirkungen zwischen benachbarten 
Teilchen zu erklären sucht, wie es ^faxwell getan bat, man vom 
ersten Augenldick an die Elastizitätsth' oi ic auf den Methoden der 
analytischen Mechanik aufbauen muß, weil >citi-t die Fernwirknng, » 
die auf der einen K^eite beseitigt wird, aul der andern wieüererscheinen 
würde. 
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14. Elastizität und EAumkrümmuag. 

loh habe vom Hookeachen Gesetz gesprochen. Dieses Gesetz fährt 
auf eine line^iro Re7iehung zwischen der Deformation und der Spannung^ 
und darauf beruht der ganze analytische Erfolg der Elastizitätstheoriei 
Es ist, wie wir sehen werden, gelungen, die Diflferentialgleichungen ia 
lutegralgleichung'en überzuführen, und in einigen Fällen ist man da- 
durch zu Ergebnissen von großer Wichtigkeit gelangt. Auch die SO 
gefundenen Integralgleichungen sind linear. 

Aber das Hocke sehe Gesetz ist nur ein Annäherunorsnregetz. Übrr 
diesen Punkt werden wir in der folgenden Vorlesung ausführlicher 
sprechen. Vorläufig kann man darüber Folgendes saijen: Versacht man, 
eich von den (lliedern höherer Ordnung Rechen^cliLLtr abzulegen, d. h. 
setzt man voraus^ daß zwischen Deformation und Spannung keine ein- 
fache lineare, sondern eine verwickeitere Beziehung besteht, so sind die 
Differentialgleichungen nicht mehr linear, und die klassischen analytischen 
Methoden können nicht mehr unmittelbar angewandt w^^rden. 

Ich habe in der vorhergehenden Vorlesung von der Trau- f rtnation der 
ElastizitiUsgleichungen gesprochen und habe gesagt, man koime sogar an- 
nehmen, daß der Raum ein von Null verschiedenes Krümmungsmaß habe. 

Man braucht dazu nur die Bedingungen wegzulassen, denen die 
Koeffizienten des Quadrats des Linienelements genügen müssen, damit 
der Raum euklidisch sei. Beltrami, Cesäro, Padova und andere 
Geometer haben die Frage in dieser Art angefaßt.^) 

Man hoffte, von hier aus durch Vergleich der Beobachtungen einiger 
Erscheinungen mit den Ergebnissen der Rechnung Aufschluß über das 
hLrÜLuinungsuiuß unseres Raumes zu gewinnen. Dieses Problem war 
das Hauptziel, das sich Beltrami im letzten Teil seiner wissenschaft- 
lichen Laufbahn gesteckt hatte. Deshalb hat er die Theorie mehrerer 
physikalischer Erscheinungen in gekrümmten Räumen aufgestellt. In- 
des hat man daraus irgend ein positives Ergebnis nicht gewinnen können. 
£lein hat in bezug hierauf die Bemerkung gemacht, daß, wenn unser 
Baum wirklicdi eine ErQmmung fae^e, diese so kldn sein wflrd^ daß 
die den gevrdhnlich«! EUastizitätsgleichungen hiiususufOgenden Earrek- 
tionsglieder höchst wahrscheinlich von den Gliedern völlig Terdeekfc 
werden wftrden, die man vemachlSasigt, am die Gleichungen linear sa 
machen. Immerhin haben die Yeisaehe Beltrami s, eine mathematische 
Physik fiir Medien mit Ranmkrttmmung aufzusteUen^ dn Interesse, daa 
(Iber die blofie analytische Merkwürdigkeit hinaosgehi Vielleioht liegen 
darin Oeheimnisse der Natur Terborgen. 

1) Vgl. Anm. 2 m S. 107. 
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IB. Methoden zur Integration der Differentialgleichuageu. 

Wir wollen jetst sn der Frage nach der Integration der Elatiizi- 
iatsgleichnngen dbergehen, mit der wir uns eiDgebend beschäftigen wer- 
den. Zunächst müssen wir einige Unterscheidungen treffen. Anf die 
eine Seite haben wir die Probleme des Gleichgewichts zu stellen, auf 

die andere die der Bewegimg. Die Differentialgleichungen, die man in 
den beiden Fällen findet, gehören verschiedeneu Typen an. Die ersten 
gehören zum elliptische u, die aiidern zum hyperbolischeu Typus. Um 
an Beispielen den Unterschied zwischen den beiden Typen zu zeigen, 
betrachte ich die Laplacesche Gleichung, die elliptischen l^pus hat> 

^* cx'^ dy*^ dz* ^ 

und die Gleichung der Terzdgerten Potentiale dreier Yariabeln, die Ton» 
hjperboliichen Tjpus ist, 

dt' dx' dy' 

Wir haben schon in der vorigen Vorlesung gesehen, daß man von 
dem einen Typas zum andern dadurch übergeben kann, daß man die Zeit 

als imaginäre Koordinate ansieht. 

Tm Hinblick auf die funktionalen Eigenschaften bestehen die weseut- 
lichen Merkmale der beiden Typen in Folgendem: Im ersten (elliptischen) 
Fall bestimmen die Werte von u auf der Umrandung 
eines gewissen Feldes die Werte im Innern, und 
eine Unstetigkeit oder Singularität auf dem Kunde 
pflauzt sich nicht ins Innere fort. Tm zweiten Fall 
muß der durch die Variabein x, y, t bestimmte 
llaum in bezug auf jeden inneren Punkt A durch 
den jcij Igen charakteristischen Kegel in drei Bezirke 
1, II, III geteilt werden, der seine Spitze in A hat 
(Fig. 11). Zeichnet uiau eine Fläche, für die A ein 
innerer Punkt ist, so winl diese durch den Kegel 
in drei Teile 1, 2, 3 geteilt. Der Wert von u im Scheitel des Kegels 
kann aus den Werten von u und seinen Ableitungen auf einem der 
drei Teile 1, 2, 3 berechnet werdet).') 

Außerdem piianzen sich Singularitäten auf der Obertläche ins 
Innere ibrt. 

Diese Eigeusehafteu bleiben erhalten, wenn man von den betrach- 
teten einfachen Gleichungen zu den Gleichungssjstemen übergeht^ welche 

1) Y. Volterra, Siur les vibratioiu dei coipi ^laafciqiiM iaotcopei. Aota 
llatb. 18, 161, 1894. 
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die GeaetM das Gleiehgewicliti und der Bewegung eUrtiseiher Köiper 
angeben. 

Was die allgemeinen Methoden xnr Intention der DiAsrential- 
gleiehuBgen «nbetriffl^ so htam man sie in xwei grofie Elessoi ein- 
ordnen: solche, die sieb mehr oder weniger nnmittelbw dem Ghnmd> 
gedankoi Ton Green nnschlieBoi, nnd die der ein&cben Lösungen, die 
Ton Fourier stammen. 

Man kann die ersten Methoden untex^cheiden in reine Methode 
bei denen der unveranderte Green sehe Gedankengang allein hinxeiehend 
ist, nnd in soldie HeÜioden, bei denen der nrsprüngliebe Greensdie 
Gedanke dureh die offene oder yersteckte (Eirebhoff) EinfiOhnmg 
eines neuen (Gedankens weiter eniwid^ wordui ist, n&mlieb dnrdi 
die EinfQbrung der Charakteristiken. Jene Methoden werden ftlr die 
elUptiscbeiii diese fBr die bjperboliseben Gleidiimgen benntzi 

Es ist schließlich noch hinznzufügcn , daß in letzter Zeit alle 
diese Methoden durch die Yerwendang der Integralgleichungen einen 
nenoi An&chwung gewonnen haben. D&t Übertragungsgedanke ist 
ITrsache ^blür gewesen, dafi diese Me&oden aneh auf ein neues Gebiet 
übertragen wordeo sind, TOn dem in der letzten Vorlesung die Bede 
sein soU. 

16. BntwlokLiiiig der Qreensehen Methode. 

Wir wollen uns zuoaehst an die Greensche Methode halten und 
ihre Entwicklung Terfolgeo. Ich wiU mit ein paar Worten die aufein- 
anderfolgenden Hauptpunkte der EntwicUung beschreiben. Zuerst hatte 
man die reine, auf die Laplacesche Gleichung angewandte Greensche 
Methode. 

Zwei beliebige reguläre Funktionen, die der Gleichung A*u — 0 ge- 
nügen, erf allen ein allgemeines Beziprozifötsgesetz. Nimmt man eine 

dieser Funktionen gleich der Fuudumeutallösung wobei r die Ent- 
fernung zwischw einem feste u und einem TeKinderlichen Punkt ist, so 
gelingt es, eine harmonische Funktion im Tnnem eines Feldes zu be- 
stimmen, sobald man auf der Umrandung die Werte der Fuulction und 
ihrer normalen Ableitungen kennt Die letzteren Terschwinden bei £inr 
fÖhmng der Green sehen Funktion. 

Der nächste Schritt, der mit einem Schlage die Greensche Me- 
thode erweitert und die Fruchtbarkeit seines Gedankens in ganz neuem 
Lichte gezeigt hat, stammt von Betti. Er hat nämlich die Greensche 
Methode auf ein elastisches Feld Ubertn^n, bei dem man nicht mehr 
eine einzelne Differentialgleichung, sondern ein System Ton Differential- 
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gleichungen hat.^) Eetti hsA zuerst das Keziprozitätsiheorem durch, 
folgenden Satz ei-weitert: 

,,Wenn 7wei Systeme von äußprm Kräften zwei Systeme von Ver- 
schiebungen an einom elastischen Iviinper bestimmen, so ist die Arbeit, 
welche das erste ivraftsystem leistet, wenn es dem Körper die zweite 
"Verschiebung erteilt, gleich der Arbeit, die das zweite Kral'tsjstem bei 
JSintritt der ersten Verschiebung an dem Körper leistet." 

Nachdem dieser Sf\t7 entdeckt war, hatte man ihn zur Bestimmung 
■der Werte der Verschiebungen im Innern des Körpers anzuwenden, 
wenn auf der ÜTriranduni»' dif W* lic Jer Verschiebungen selbst oder 
•die Spannungen gegeben und die inneren Maasenkräfte bekannt waren. 

Zwei Wege boten sieh zur Lösung dieser Aufgabe für den Fall 
isotroper Körper dar; den einen hat Betti zuerst eingeschlagen, den 
andern hat Somigliana später betreten. Betti eliminierte zunächst 
-die Maijsenkräfte, was keine Schwierigkeit bot. Er hat dann vier Fuu- 
•damentallösungen berechnet, die ihm zur Bestimmung der Dilatation 
und der drei liotationskoniponenten jedes Teilchens des elastischen 
Hediums als Funktionen der Verschiebungen und der Spannuugen an 
•der Umrandung gedient haben. Er hat dann gezeigt^ daß man von 
hier aus die iuneren Verschiebungen finden kann. 

Obschon dieses Verfahren einfa(;h ist, so ist es doch nicht un- 
mittelbai" zu nennen. Somigliana hat dem gegenüber einen unmittel- 
baren Weg eingeschlagen; er hat uämlicli 1 imdamentallösungen be- 
stimmt, die ihm unter Anwendung des Rezi|ii MzirTitsgesetzes zur Be- 
stimi;iiiüg der Verschiebungen ohne den Umweg liber die Dilatation 
und die Rotationen gedient haben.-) 

Es hat keine Schwierigkeit, zwischen den Ergebnissen von Betti 
und denen von Somigliana die Brücke zu schlagen und zu zeigen, 
■daß sich die einen aus den andern herleiten lassen. 

Eine andere, ganz ähnliche Erweiterung der Greenschen Methode, 
die an ein sehr modernes Problem anknüpft, bezieht sich auf die ver- 
allgemeinerte Laplacesche Gleichung, d. h. auf die Gleichung A'A'=— 0 
und allgemein A' • • • A* = 0. 

Wir werden in kurzem die W ichtigkeit dieses Problems kennen 
lernen. 

Wir haben schon gesagt, daß durch die Auffindung der Green- 
schen Formel zur Lösung der Laplace sehen Gleichung das Problem 

1) E. Betti, Teoria della eUMfeidüL NnOTO Cimento (S) 7— 6; 69j 168; 
-367. 1878; 0, 34; 10. 58. 1873. 

2) C. Bomigliana, Sülle equazioui della elMtieitiU Ann&li di MaU (3) 
17, S7. 1889/90. 
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der Beiiiniinung einer liannonisdiai Funktion bei gegebenen Band- 
werten noch mcM gelöst iti Die Greensehe Formel löst das Problem^ 
wenn auf der Umrandung die Werte der Funktion und der normaleD 
Ableitung bekannt sind. Die letsteren werden^ wie schon gesf^ dundk 
die Greensebe Funktion eUminieri Ebenso werden im Elastizitlts- 
probleme die Werte der YersebiebnDgen oder die Dmdie an der üm- 
randnng durch entsprechende Funktionen eliminiert. Ihre Bestimmung- 
UAt sich ToUstSndig yomehmen itlr den Fall der Kugel und, weim 
man das sweidimensionale Fehlem betrachtet^ fftr den Fall des BMns.. 
Deshalb nehmen das Ptoblem der Kugel und das des Kreises im Felde- 
dieser Fragen eine beroizugte SteUnng ein. Die FSHe der Ebene und- 
der Geraden können als GbeuiftUe angesehen werden. Dasselbe UBt- 
sich für den Fall der yeraUgemeinerten Laplacesohen Gleichung wieder^ 
holen. 

17. Untersncthiuigen toh mielihoff, Huygens und Foiseon. 

Wir vvolleu jetzt zu den Anwendungen der Crreensclieii Methode- 
auf die Gleichungen vom hyperbolischen Typus übergeben und una zu- 
erst an die Arbeiten von Kirchhoff ) halten. 

Der Fall, den er bebandelt hat, ist der der Gleichung 

d*u_d*u ^ 

d. h. der Fall des verzögerten Potentials mit 4 Variabein. 

Der Kaum, mit dem er es zu tun hat, ist ein vierdimensionaler 
Raum, der, wie wir in der ersten Vorlesung gesehen haben, die Min- 
kowskische Welt bildet; aber bei seiner Methode treten die auf die 

Uberwelt bezüglichen Betrachtungen nicht als solche hervor. Er beginnt 
mit dem Rezipro/itiitssatz und nimmt darauf als 1 uiidamentallösung die 

Eulersche Lösung, die die Form bat. Von hier aus gelangt er 

zum Ziele, so daß seine Methode deswegen erfolgreich ist, weil dieses 
Integral besteht. Wie in der ersten Vorlesung bemerkt, ist die Existenz 
dieses Integi-als mit der Tatsache verknüpft, daß die Kugelwelle ftlr dea 
Fall eines isotropen dreidimensionalen Mediums eine Welle ohne üe- 
fliduum ist. 

T)ie Kirchhoffsehe Formel hat den Schlüsse] zum Huygensscheu. 
T'rin/.ip gegeben. Zwar wurde dieses Prinzip auch vtjr Kirchhoff an- 
gewandt, aber man verband keinen ganz exakten Begritf damit. Tat- 
sächlich haben auch ilie Erörterungen und Streitigkeiten über diesea 
Prinzip erst nach der Entdeckung jener Formel aufgehört. 

1) G K irchhofi , Zur ibeoxie der Lichtakahien. Sitz.-Ber. d. Akad. d.WiBi^ 
m Berlin 1882 (2. Sem.), S. 641. 
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Bei dieser Gelegenheit ist es interessant, auf eine Frage znrlick- 
zukommeDy über die ein heftiger Streit zwischen Fresnel und Poiston 
gefthrt worden ist. Wir wollen sogleich mit einigen Worten darauf 

eingehen. Zuvor aber müssen wir Ton einer berühmten, von Poisson 
entdeckten Formel sprechen. Wenn der betrachtete Raum sphärisch ist 
und der Pol sich im Mittelpunkte der Kugel befindet, so fülirt die 
Greensche Formel auf einen wohlbekannten Satz von Gauß, welcher 
besagt, daß für jede harmonische Funktion der Wert im Mittelpunkt© 
der Kugel gleich dem Mittel aus ihren Werten auf der Kugelober^he 
ist. Wenden wir ebenso die Kirchhoffscbe Formel auf den Fall einer 
Kugel an, und befindet sich der Pol im Mittelpunkte, so erhalten wir 
das allgemeine Integral der Gleichung □m = 0, das Poisson längst 
vor der Kirch hoff sehen Formel gegeben hatte. Poisson hat diesea 
Integral nach ganz anderen Methoden erhalten, Methoden, die m^ 
heute fast ganz aufgcgebcTi hat, die aber doch ein großes Interesse be- 
sitzen; denn sie sind außerordentlich fruchtbar gewesen und haben ihm 
die Integration einer großen Zahl von Differentialgleiclnmgen ermög- 
licht. Die Poissonsche Methode bestand darin, daß er das allgemeine 
Integral der Gleichung □?< = () iv. rine Reibe von Potenzen von t ent- 
wickelte und darauf die lieihe durch bestimmte Integrale summierte. 
Will man heutzutage das Poissonsche Integral erhalten, so kann man 
unmittelbar aufs Ziel losgehen ohne den Umweg über die Kirchhoff- 
scbe Formel, und ist auch ebensowenig nötig, Poi.sson zu folgen. 
Die neueren Abhandlungen geben tatsächlich sehr elegante und sehr ein- 
fache Methoden, durch die alles auf die Aufsuchung des d'Alerabert- 
Bchen Integrals der Gleichung für schwingende Saiten zni-ürkgeluhrt 
v, ird. Alb'?, was mit der Gleichung □ w = 0 in Beziehung slelit, ist in 
dem Po ia. so n sehen Integral enthalten, und wenn man darin zu lesen 
versteht, so sieht man darin selbst ganz klar nnd deutlich das Huy- 
genssche Prinzip in seiner vollen Allgemeinheit erscheinen. 

Das hat Beltrami') in einer seiner schönen Abhandlungen gezeigt; 
er hat dort bewiesen, daß Poisson vom analytischen Standpunkte aus 
alles besaß, was nötig war, um in den Geist jenes Prinzips einzudringen. 

Poisson selbst dagegen glaubte nicht daran, wie sein Streit mit 
Fresnel beweist, der in ausgedehntem Maße das Huygenssche Prinzip 
in intuitiver Weise anwandte, ohne dafür einen vollständigen Beweis zu 

1) Poieion, Sur lint^^tion de quelquei ^quations linMres aux difiSfiienoes 
paxlieUes, et particulierement de rdquation generale du mouvement des ftnidss 
Älastiqnea. M6m. de l'Acud. des Sc. de rinntitut de France, 3, 121. 1818. 

2) K BeUrami, Sul priucipio di Uujgexu. Uend. Iit. Lombaido (8). 22, 489. 

1889. 
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liabea, wemuchon er es in klaror und trsiSuidor DanteUung nehir 
fertigte. 

Das ist ein Beispiel dafitr, daß das geistige Auge des Physiken 
dnrdi die munittellMkre, xiiclit aof Beweis benüiende Erkenntnis der Ei^ 
scbeinnngen weiter iwekt als das des IbthematikerB. Aber solche In- 
tuition kann aneh gefährlich sein. 

Tatsächlich wQrde man in Iirtnm Ter&UeDy wenn man die gleichen 
intoitiven Betrachtung^ aof die entsprechende Qleichnng 

d*u (^U f''u 

anwenden wollte. Wie wir in der ersten Yorlesnng geeeigt haben, be- 
sitzt in diesem Falle die Welle Besiduen, und das Hnyge nasche Prinzip 
gilt nichty wwigstens nicht in der Massiachen Form, wie Hnygens es 
«n^iesproehen hat 

18. Die CharaJcteristikon. 

Wollen wir die Entwicklung der Grundvorstellungen von Oreen 
weiter verfolgen, so mOssen veir von der Gleiclning Qu = (^ mit vier 
Variabeln zu der Gleicliun^ jnit drei Yariabeln übergehen. Dieser Übeiy 
gang stellt, wie er auch immer auf den nsten Anblick scheinen möge^ 
einen Schritt vorwärts dar, denn der Fall dreier Variabeln ist schwie- 
riger als der Fall von vier Variablen. 

Die Greensche Methode könnte, so wie sie Kirchhoff für die 
hyperbolischen Gleichnngan umgestaltet hat, auch auf die Gleichung 
mit drei Variabeln 

d*u _d^_ diu ^ 
dx* äy* " " 

angewandt werden, aber man müßte ein Fundamentalint^gral lindon, 
dessen Natur von dem von Kirchhoff verwandten Eulerscheu Inte- 
gral gänzlich verschieden ist. 

Das Integral, das an die Stelle des Kulerscheu treten muß, ist 
dadurch kümplizicrter als dieses, daß es bestimmte Integrale enthält. 
Ich wiU das Endergebnis aussprechen, das man auf diesuni Wege findet.^) 

Fassen wir die dreidimensionale Minkowski sehe Welt ins Auge 
und betrachten wir einen beliebigen Zylinder, dessen Erzeugende pa- 
rallel zur ^-Achse sind (Fig. 12). Wir nehmen einen Punkt im Innern 
des Zylinders und zeichnen den charakteristischen Kegel, dessen Mantel 
den Zylinder längs einer Linie 8 scbneidei Man kann den Wert des 
Integrals für den Scheitel des Eegds durch die Werte aosdrficken, die 

1) V. Yolterra, Salle vibrazioni luminose nei mezzi isotropi. Bend. AcG* 
dei Lincei (äj. 1 (2. Sem.), 161. 13Ö2. (Vgl. Anm. zu 8. 116.) 
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4m Zntegral und seioe nomde AbgAleitote auf dem Teil der Zylmder- 
<ib«ifladLe Ton der Linie s bis, iiu ünendliehe beiitet. 




Andererseits haben wir soeben von dem allgemeinen Poissonschen. 
Integral gesprochen. Man kann es durch die Auaaiime speziaiisieröa, 
4aß es nnabhängkg von z sei. 

Es gibt alsdann das allgemeine Integral der Gleichung '~ u = 0 
mit drei Variabein an und wird Parsevalsches Integral genannt. Be- 
trachten wir die dreidimensionale Minkowskiscbe Welt und den cha- 
nkterietiechen Kegel eines Punktes (Fig. 13 j. Der Kegel schneidet die 
XF-Ebene in einem Kreise. ]>ie Parsevalsohe Formel liefert den Wert 
4es Litegrals im Seheitel des K^;els ausgedrdokt dorch die Werte, die das 
Integial selbst und seine normale Abgeleitete auf dem Kreise besitzt. 




Fig. U. Fig. 15. 

Bei Vereinigung der beiden Formeln wird man auf di«^ Aufgabe ge- 
fuhrt, das Int^rral zu bestimmen, wenn man den Wert des Integrals selbst 
und den seiner normalen Ableitung auf einer durch den Kegel begrenzten 
Fläche (S kennt, die ans einem zylindrischen und einem ebenen Teile be- 
steht (Fig. 14), oder die ganz allgemein irgendwie gestaltet ist (Fig. 15). 

Zur Lösung dieser Aufgabe ist die reine Green sehe Methode ebenso 
nnsureichend wie die Öreen-Kirchboffscbe. Ich habe da zu anderen 
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Meäioden greifen müssen, d. 1l ieh bab« tob Tomberem die HaaptroUe dem 
ebarakieristuebexi Kegel zugewiesen, der in den Ergebnicusen berrortnlv 
ebne in den Bedmnngen sn ersebeinen.') Um nnn dem ebarakteristiseben 
Kegel diese gnmdlegendeBedentnngniniteilen, waressweckmaßig^fliebden 
Yon Riem ann im Fall zweier Yariabeln angewandten Metboden anzunabem. 

Die Metbode der Cbarakteristiken, Ton der wir eben gesprochen baben, 
stellt die letzte Pbase in der EntwicUnng des unprtinglieben Gedanken» 
dar. Man muß auob bei dieser Metbode einen Reziprozil&tssatz Terwenden 
vnd sieb einer Losung bedienen, die die Rolle der FundamiaitaUösung spielL 

Für den Fall der Gleichung G u — 0 mit drei Yariab^ wird die* 
LSsnng so gewählt, daB in der Reziproziiatsformel alle fiber die cha- 
rakteristische Fläche erstreckten Glieder verschwinden, und daß nur ein 
Aber c und ein über die Parallele zur ^-Adise durcb doi KegelscbeiteL 
erstrecktes Inter^ral übrig bleibt. 

Das zweite der beiden Integride schafft man durch Differentiation 
weg, und der Wert im Scheitel erscbeint am Schluß der Reobnong.^) 

Hadamard hat dieses Verfahren umgestaltet. Er macht Ton einer 
Funktion Gebrauch, die bei unmittelbarer Anwendung auf unendliche- 
Ausdrücke führen würde. Aber es ist ihm geglückt diese auf sehr ge- 
schickte und sehr elegante Weise durch einen Ton ihm entdeckten Kunst- 
griff znm Tersohwinden zu bringen.«) 

19. Unteitiidh'angen von Tedone, Love und Scwadfl^iaaa über 
Bobwingnioigen elastischer Körper. 

Bie eben auseinandergesetzten Verfiibren beziehen sich auf den Fslt 
der Gleidinng für das yerzogerte Potential; will man aber das toU- 
ständige Problem ins Ange &SBen, das sich in der Elastizitatslehre dar- 
bietet, so muß man auch die Systeme der Differentialgleichungen iik 
Betracht ziehen, die die Gesetze für die Sdiwingungoi elastischer Kdr^ 
per Mithalten. £s ist dahor nötige einen ähnlichen Übergang zu madheii,. 
wie ihn Betti Torgenommen hat, als er die Green sehe Methode Ton- 
der Laplaceschen Gleichung auf das System der Gleichungen für das- 
Gleicb^wicbt elastischer Körper übertrug. Für den Fall ebener Systeme^ 
für die die Minkowski sehe Welt dreidimensional ist, ist der Hanpt> 
weg immer durch die Metbode der Charakteristiken Torgezeicbnet Aber 

l^ V. "Volterrn , Eeutl. Line. W 1, ?S5 (1^-95' uml 2, ;^sy, 44'.', IbO:^ ; Acta müth. 
18, Itil, 181)4; LeyouB aur 1 iutegratioQ des eq^uatious ditf. gebaitt^n lu ^^tockLolm. 
ms, 8.TorL 

S) IHe lo gefondene Fcnud ntofsAt alle itfibeven. Ygl. d^Adhtoar, Joun. 

de Math. (6) 10, 131, 1904. 

8) J. Hadamard, Acta Math. 31, idOd. 
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in dem Fall, dafi die If inkowekieebe Welt TierdimeiiBioiiBL i8l> ist ee 
»iekt nStig, diese Methode uusawenden. Wollte man sie befolgen, so 
irfirde man sich mmStige Mfihe machm. 

loh will den Gnmd dafilr anzeigen und dam fOr emen Augenblick 
annehmen, dafl wir die Eirohhoffsohe Formel nach der Metbode der 
Charakteristiken finden wollten. Fftr eine intoitire Behandlong genflgt 
<es, Fig. 15 TOnnnebmen und sie dadueh in einen Tierdimensionalw 
Baum SU Tenetzen, daft man allen ihren Teilen eine Dimension aofttgt. 

Bm diesem Übergang wird nun die Betrachtung Ton 0 xwecklos^ 
denn der Integralwert ßir den JEegelsobeitel hingt nur von den Werten 
nb, die das Integral und seine Ableitungen auf dem der Linie 9 eni* 
«piecfaenden Schnitt annehmen. Darum ist es nicht notwendig, ein 
Terftbxen anzuwenden, bei dem tf und 8 in Betracht gezogen werden. 

Tedone hat gezeigt, daS 0 tabfichlidi herausfällt, und zwar da- 
•dnrch, daß er die Kirchhof fache Formel nach der Methode der Cha- 
rakteristiken berechnete. Er ist auch der erste gewesen, der dasselbe 
Verfahren auf die Gleichungen fdr die Schwingungen dreidimensionaler 
elastischer Körper ausgedehnt und so die allgemeinen Formeln gefunden 
hat, die den Kirchhoff sehen entsprecheo. Er hat aber bewiesen, daß 
man diese Formeln unmittelbar erhalten kann, wenn man einen Weg 
«inschlägt, der sich dem Kirch hoffschen annähert.^) Einige Zeit 
später haben Love^) und ganz neuerdings Somigliana') unmittel» 
barere und voUstündigere Methoden angegeben, so daß dieser Zweig 
der Wissenschaft der Elastizität sehr rrriiiifllich durchgearbeitet worden, 
ist. Das Gesagte bezieht sich auf den Fall, daß sich die Wellen ohne 
Widerstand ausbreiten. Zieht man den Widerstand mit in Betracht, so 
kann man das Ton den Weilen gelass^e Besiduum nicht ▼emachlässigm. 
Die Diffarentialgleichung lautet dann 

□ 11 — Au, 

mid man kann sie entweder nsch dnsr der Eirchhoff sehen ähnUchen 
Methode behandeln oder nach der Methode der Charakteristiken f&r 
▼iordimensionale Bäume. Nur nach dw letzten Methode kann man all- 
gemeine Ergebnisse finden.*) 

1) 0. Tednae, Salle vibrazioni dei corpi soUdi omogenei ifotaropL Hem. 
Aoc. di Torino (2) 47, 181. 1897. 

2) LoTP. The i)rojiagation ot wave-motioa in an Isotropie elaatic Boiid me- 
dium, i'roc. Loüdou Math. 8oc. (2) 1, 291. 1Ü04. 

8) CL Bomig Ha na, Sopra alcmie fomnile fondamentali della dinamica dei 
aesd üoteopL AttL Aec dt Torino 4ci, 166. 1907. 

4) Coulon, Sur l'int^gntion dea ^naüoiu aux d^civäei parUellee da leooad 
ordre par la möthode dei earMtdrifltiqaes. Parif 1908. 
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80. Melixfaoh «mtMnmwihipgende elastiaolie Körper. Probleme der 

Difltoxsioiieii. 

Wir wollen jetzt einen Schritt 7iir{ickgehen, die Fragen der Dyna- 
mik iseiie lassen uud auf das Problem des Gleichgewichts elastischer 
Körper zurückkommeu. 

Ein neuer Forschungszweig ist kürzlicli entwickelt worden: der des 
Gleichgewichts mehrfach ?:nsamrnenhängeiidt:r elastischer Körper.*) Im. 
allgemeinen bieten sich die Fragen der mathematischen Physik in ver- 
schiedener \^ eise dar, je nachdem die betrachteten Küume einf;u-h 
oder mehrfach zusammenhängend sind. Ich will zuerst an die Be- 
wegungs<:eBetze für inkompressible Flüssigkeiten in völlig abgesehlosseneu 
Gefößeu erinnern. 

Sind keine Wirbel vorhanden, uud ist das Gefäß ein einfach zu- 
sammenhängender Raum, so muß die Flüssigkeit notwendig in Ruhe 
sein. Sie kann dagegen in Bewegung sein, wenn das Gefäß röhren- 
förmig, d. h., allgemein mehrfach zusammenhängend ist. I>ie Ursache 
dieses Unterschieds liegt in Folgendem. 

Wenn keine Wirbel vorhanden sind, so gibt es ein Geschwindig- 
keitspotential. Nun kann dieses Potential im Falle eines mehrfachen 
Zusaiuiijenhanges vieldeutig sein, im Falle des einfachen Zusammen- 
hanges muß es aber eindeutig sein, vorausgesetzt, daß die Qeschwindig- 
keit^komponenten der Flüssigkeitsteilchen regulär sind. 

Ganz entsprechende Eigentümlichkeiten finden wir für das Gleich- 
gewicht elastischer Kr>rper. Bevor wir hierauf näher eingehen, müssen 
wir festsetzen, was man unter „reguliiier Deforiiiation' eines elastischen 
Körpers versteht. Wenn die Elemente, die die Deformation bestimmen^ 
innerhalb [eines bestimmten Gebiets eindeutige, endliche und stetige 
Funktionen sind und in dem Gebiet auch eindeutige, endliche und 
stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung besitzen, so sagt man,, 
in diesem Gebiet sei die Deformation regulär. Man kann Formeln 
anfsteUen, mit deren Hilfe man aus der Deformation die Verschiebungen 
der Funkte des elastischen Körpers ermittelt Wenn nun die Defor- 
matton r^^ar ist und der £drper einen einftck zusammeiilLängendeii 
Baum eimummt, so sind die Yeraeliiebuiigeii ^dentige Fanktionenf 
ist Bingegen der Raum mehrfach zasanmenliiiDgend, so können sieh 
die Verackiebiuigen mehrdeutig ergeben. 

Man kann fttr diesen kinematischen Sats Aber die Deformation 
eine mechanische Dentung geben, und zwar folgendermaBen: Ist ein 

1) Y. Ynl terra, Sur IVqnilibrß do8 rorpg ^iMtiqoes multipleineat oonaeiies. 
Ann, de TEcole Hormale Paris 24, 401. Id07. 
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elastischer Körper Ton einfaeli EQMUDueiihäiigendrr Gestalt keinen 
äußeren Einwirkungen unterworfen, so muß er sich im natürlichen 
Zustand befinden, faUs die Deformation regulär ist. Dagegen kann sich 
ein mehrfach zusammenhängender Körper in einem Spannungszastand 
befinden, selbst wenn die Deformation fegoUr nnd der Edrper keinen 
änßeren Kräften unterworfen ist. 

Es gibt daher fQr mehrfach ausammenhängende Körper Gleichge- 
wichtsfälle, die für andere Köi-per nicht bestehen. In diesen Fällen 
wird die Spannung nicht durch äußere Kräfte hervorgebracht. Sie 
kann dadurch erhalten werden, daß man Distorsionen anwendet. Es 
ist ja wohl bekannt, daß ein mehrfach zusammenhängender Körper zer- 
schnitten werden kann, ohne daß er dadurch in verschiedene Teile zer- 
ßillt. Nachdem wir den Körper durchgeschnitten haben, Yerschiel>en wir 
bei jedem Schnitt die beiden Schnittflächen gegeneinander, so daß die 
relatiren Verschiebungen der verschiedenen Teilchenpaare (die vorher 
zusammenhielten , und die der Schnitt getrennt hat) sich aus gleichen 
Rotationen nnd Translationen zusanimensietzoTi. 

Schließlich stellen wir den Zusamuieniiang nnd die Stetigkeit da- 
durch wieder her, daß wir, wo es nötig ist, Materie wegnehmen oder 
zufügen und die Teile unter sich wieder verbinden. Alle für jeflen 
Schnitt vorgenommenen Operationen heißen zusammen eine Distorsion. 
Ist diese einmal ausgeführt worden, so ist die Deformation längs des 
Schnittes regulär ebenso wie in jedem anderen Teile des Körpers, so 
daß es unmöglich ist, den Ort zu finden, wo der Schnitt geführt worden 
ist, wenn man ihn an irgend einer Singularität in der Deformation zu 
erkennen versucht. Die Deformation ist sonach überall regulär, aber 
die Verschiebungen besitzen längs des Schnitts eine Unstetigkeit, und 
das bedeutet vom analytischen Staud^juniite eine Vieldeutigkeit der Ver- 
schiebungen. 

Da eine Distorsion durch eine Schruubenbewegung der Teilchen- 
paare gegeneinander bestimmt wird, die vor dem Schnitt zusammen- 
hingen, nnd da ja jede Schraubenbewegung in drei Translationen und 
drei Rotationen in Richtung der Koordinatenachsen zerlegt werden 
kann, so wird man jede Distorsion durch sechs Elemente bestimmen 
können, die den drei Translationen und den drei Rotationen entsprechen. 
Ist eins dieser Elemente gleich eins nnd sind die andern gleich null, 
so hat man «ne ^^mentare Distorsion^. Auf Tafel I sind Gipsmodelle 
der Gestalten abgebildet, die dicke Kantsehnkringe annehmen, wenn 
man sie den sechs elementaren Distorsionen unterwirft. 

Yergleieht man sie mit den Ezgebnissen der Rechnung, so bestä- 
tigen Messung und Beobachtung alle Einselheiteni die die Rechnung 
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vorausgesagt hatte. Wir werden boglcich \ on eiuer e\[)erimenteiiea 
Bestätigung sprechen, die eine noch weit gröbere Genauigkeit besitzt. 

Wir haben gesehen, daß sich das Greensche Reziprozitätspriozip 
auf die Elastizitätstheorie übertragen läßt, und daß es zu dem Betti- 
schen Satz führt. Dieser Satz gilt nicht mehr, wenn die Verschie- 
bungen infolge von Distorsionen vieldeutig werden, aber man erhält 
dann ein neues Reziprozitätspriuzip von ganz anderem Aussehen^ welches 
die gesamte Theorie beherrscht. 

Um dieses zu finden, setzen wir die Spannungen zusammen, die 
auf die Elemente einer Schnittüiiche nach Vornahme der Distorsion 
ausgeübt werden. Man wird als Kesultante eine Kraft und ein Kräfte- 
paar erhalten. Man nennt das die „Distorsionsdyname'-^), die auf die 
Schnittfläche ausgeübt wird. Zerlegt man die Kraft und das Kräfte- 
paar nach den Koordinatenrichtungen, so erhält man sechs Elemente, 
die jede Distorsionsdjname bestimmen, ebenso wie jede Distorsion durch 
wclks' Elemente bestimmt wird. Ist d^- Körper -f l)-fadli zasammen- 
hSngend, so kann man n Schnitte 'vonielmien, nnd folglich liat man 
6« Bcstimmungsgröfien- für.die Dynamen: 5^, S^, . . ., S^^ imd 6ii Be- 
filimmungsgröBen fUr die Distorsionen s^, s^, s^^^. Diem Größen ent« 
spreclien sich gegenseitig, d. h. ^i ^^tspricht s^, wenn man als ent- 
«predhende Elemente die Xomponenten Ton ]&^tften und Translationen« 
Ton Eraftepaaren • nnd Rotationen - in beang anf die gleiche Richtung 
und. denselben Schnitt ansieht. Nun kann man die eharakteristischen 
Bestimmnngsstflcke der Distorsionsdjnamen durch die der Distorsionen 
linear ausdrücken: 

h 

Die Koeffizienten F-/^ sind symmetrisch, d. h. E^f^^-Ej .. Hierin he- 
«teht das Reziprozitätstheorem. Schließlich kann man auch noch eine 

mechiinische Deutung dafür ge\vii)nnn. 

Die Grundaufgabe der Theorie lier Distorsionen besteht iu der Be- 
stimm unj^ der Distorsiousjdynameu, wenn tlie Distorsionen bekannt sind. 
Das eben ausgesprochene Reziprozitätsthoorem bescluaukt die Zahl der 
Unbekannten bei dem Problem erheblich. 

Einer der Fälle, in denen die Grundaufgabe gelöst werden kann, 
ist der, daß der Körper aus einem Gitter gerader oder krummliniger 
Stäbe oder aus Spiralfedern gebiUkü wird. Die Theorie, die man hier- 
über entwickeln kann, entspricht der Kirchhoffschen über die Ver- 
teilung elektrischer Strönie in leitenden Drähten, aber die Zahl der 
Gleichungen und der üubokannten ist versechsfacht. 

1) „effort de distonioii*^. 
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21. Experimontelle Bestätigungen der Mastisitätetkeorie. 

loh will die llieonA der Disionioiien nicht verlassen, ohne you 
neuerdingB genuMshten Anwendungen zur experimentellen. Beetät^pmg 

der theoretischen Gesetze der Elastizität zn sprechen. 

Man stößt auf iwei Terschiedene Schwierigkeiten , wenn man die 
Elastizitätstheorie experimentoll hettätigen wilL Einerseits ist es fast 
unmöglidij die äußeren Wirkungen auf die Oberfläche in stetiger 
Weise zu rerteileu, ohoe bei gar zn einfachen Fällen stf^hcn zu bleiben. 

Andererseits ist die experimentelle Bestätigung unToUstandig, wenn 
man sich darauf beschränkt, nur die sichtbare Deformation des Körpers 
zu bestimmen, denn am interessantesten ist es gerade, die Ton der Rech- 
nung Toniusgesagte Verteilung dor inneren Spannung zu bestätirron. 

Die erstfi Heb wierirfkeit kann man dadurch umgehen, daß man jrde 
äußere Einwirkung vermeidet und den Körper Distorsimipn iinteiwirt't. 
Dann wird die Deformation einzig mul allem dur h <;ir W irk ingen 
heryor^n rufen, die die verschiedeneu Körperteile aulemander aisiiben. 
Die ander»» Schwierigkeit verschwindet, wenn man einen durciisichtigen 
elaBtisi'}i( II lv(" |ifir, etwa Gelatine, verwendet. Die amtrefcende Doppel- 
brechung zeigt Verteilung der nirirrrii Spannung an. 

Corbinn unJ T rabaccbi }>aiK n d:e-eu Uedauken mit großem Erfolg 
verwirklicht ' Sie verwandten einen Ilohl/,} linder aus Gelatine von geringer 
Höhe, an dem sie dadurch Distorsiouen erzeugten, daß sie »Stücke mit radial 
gerichteten oder parallelen 
Grenzflächen herau8.sckiul 
ten und nachher die Schnitt- 
flächen wieder zusammen- 
brachten und verschmolzen. 

Sie beobachteten den 
Zylinder im polarisierten 
Licht, das Bich m iiich- 
trmg der Zjlin derachse fort- 
pfljknzt, durch einen Ana- 
lysator. 

Die Teimohsanordnung ist in Fig. 16 skizziert. B ist eine Schale^ 
tn welche die den Diatorsionen unterworfenen GeUtinezylinder gesetzt 
werden; P ist ein sehwarzer Spiegel, der als Polsrisator dient und ein 

1) O. M. Corbino, Le ieasioni create in an corpo elastico dalle diatonioni 
4i Totttm e b eonsegnente doppia rifirazbne aoddentale. Bead. Aee. dei Idnoei (ö) 
IS (1. Sem.), 4S7. 1909. G. C. Ttabaoeki, I ftttomeiu di doppia lifreooDe aeei- 
dentale prodotti dalle tensioni create in nn corpo elastioo dalle distoniom di Vol- 
terra. Hand. Acc. dci Liacei (6) 18 (1. Sem), 444. 1909. *. 
ArahiT der MaUiemfttik and Bbfwik. UL B«Um. XXXL 10 ' 
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Bündel polarisierten LicHtt rertikal empofwndet ICaehdom das Lieht- 
bUndel den Zylinder dordiBetit bat^ wurde es dnreh den gewölm- 
lichen Spiegel 8 in horizontale Richtung gebracht^ dnteh eine Linse L 
gesammdt und auf eine pbotographisclie Platte J geworfen. Ir A msc 
•in Nicol angebracht, das ak Analysator diente. 

Tafel II enthält die Photographien bei gekreuzten Nieds. Fig. 17 
bezieht sich auf einen Zylinder, aus dem ein Sektor mit radial gerich- 
teten Grenzflächen herausgeschnitten worden war. Man erhSIt ein 
schwane Ereuz i^id einen weifi^ Kreis. Das Bild ändert sich nicht^ 
wenn man den Zylinder um aeine Achte dreht. Die schwarzen Linien des 
Kreuzes entsprechen immer den Hanptebenen der gekreuzten Polarisatoren. 

Andrerseits hat Corbino auf Gruud der Tiieone der Doppel- 
brecbuüg und der Theorie der Distorsionen die Intensität J der ver- 

schiednen Lichts trableu berechnet, die aus dem 
Gelatinezylinder herauskommen. Für J = 0 er^ 
hält man die Gleichung der schwarzen Linien. 
Man findet so drei Linien, nämlich die beiden 
Arme des Kreuzes und einen Kreis, dessen Radius 




ist, wobei den äußern, den innern Radius 
des Hohlzylinders bedeutet. (Fig. 17 a.) Daher 
kann die erperimentelle Nachprüfung sehr 
streng Torgenommen werden, und man findet Werte, die mit großer 
Genauigkeit mit den durch die Rechnung gelieferten zusammenfallen. 

Die Figuren 18 und 19 auf Tafel II entsprechen der Distorsion, 
die durch Heranmahnie eines Stücks mit parallelen Grenzflächen ver- 
ursacht wird. 

In diesem Fall ändert sich das Bild des Zylinders mit dem Win- 
kel, den der Schnitt mit einer Hauptebene der Polarisatoren bildet 

Ist die Schnitteheue parallel zu einer H^ptebene, so erhält man 
das in Fig. 18 dargestellte Bild; ist sie unter 45* dagegen geneigt» so 
erhalt man das Bild in Fig. 19. 

Dagegen zeigt im eisten Fall die Rechnung, daß die schwarzen 
Linien aus dem Schnitt seihst nnd einer Kwre bestehen, die in Fig. 18 a 
geceichnet ist» und die in Polarkoordinaten r, B die Gleichong hat 

.wobei e gleich dem Verhältnis ^- ist. 
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B«recb]i«t man ebenra im .zwoiten Fall die BetcbaffBiüieit dar 
sehwanen Liirieiiy so findet man die Flg. 19a. Der Yergleich swisehen 
d«n Figuren 18 und 18 e, 19 und 19a aeigt eine ToUkommene Über- 
einetimmung. Und aelbet wenn man den qualitaitreu und qumtitatrren 
Yergleieb der Ergebnisee der Beobachtung mit denen der Beebnung 
weiter treibt bie zu den Ideinston Eigentflmliehkeiten^ wie lie etwa in 
der Exifltens der eehwanen Fmikte M, N, Q,S, 8 zam Auedruok 
kommen, so findet man immer die ToUkommenste Übereinstimmung. 
Diese gani neuen Ergebrnsse beweisen Tolbtindig und schlagendy mit 

■ 



mg. 18s. lif. 1*«. 

welch hohem Grade der Genauigkmt die mathematische Theorie der 
Elastizität alle Erscheinungen Torsiussagi Zugleich erkennt man die 
praktische Bedeutung der modernen Methoden der Analysis und der 
geometnschen Ideen und Begriffe^ wie die des Begrilb mehrfach m- 
sammenhlngNider lUlume. 

22. Die Gleichung A'A'U s 0. 

In Kap. 16 haben wir bereits die veraUgemeinerte Laplacesche Glei- 
chung betrachtet. Sie spielt in der Elastizitätstheorie eine bedeutende 
Rolle und ist in letzter Zeit Gegenstand einer großen Zahl von Unter- 
suchungen gewesen. Die Akademie der Wissenschaften in Paris hat 
die Wichtigkeit des eingehenden Studiums dieser Gleichung erkannt 
und den Vaillant-Preis für 1907 auf die Behandlung dieser Gleichung 
ausgesetzt. 

Nehmen wir an, daß ein elastischer Körper keinen Massenkräften 

unterworfen ist, so f?enügen die Komponenten der Verschiebungen der 

Gleichung A^A'u — 0. Das ist hinreichend, um das Band aufzuzeigen, 

10» 
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das zwischen dieser Gleichung und der Elastizitätstheorie besteht. 
Andrerseits läßt sich die Theorie des Gleichgewichts elastischer Platten 
ohne weiteres auf die genannte Gleichung für zwei Variable zurück- 
führen. Für das Studiimi der Gleichung bieten sich mehrere Wege dar. 
Auf der einen Seite liefert die Anwendung der Green sehen Methode, von 
der wir schon gesprochen haben, ein Mittel, um viele Fragen zu lösen. 
Man könnte auch die Integralgleichungen verwenden, wie Lauriceila 
gezeik't hat, und wie wir sogleich sehen werden. Aber es gibt noch 
eiiii' andre Methode, mit deren Hilfe man jede biliarmomsche Fmik- 
tiüu (d. h , jede Funktion, die der Gleioiiung A'A'2< = 0 genügt), aU 
abhängig von zwei harmonischen Funktionen darstellen kann. Auch 
dieae letzte Methode hat in ganz überraschender Weise die Lösung 
mehrerer, auf die Elastizitätstheorie bezüglicher Fragen vereinfacht. 

Venske hatte über diesen Gegenstand 1891 eine schone Arbeit 
veröfifentlicht; leider ist sie nicht in allen Teilen ex;Lkt/i Älmausi 
iiai die Frage von neuem behandelt.') Das Grundprinzip, von dem 
er ausgeht, läßt sich so aussprechen: jede biharmonische i unktioii 
dreier Variabela x, y, z laßt sich in zwei Ausdrücke zerlegen nach der 
Formel 

(12) (Pj -h {ax + 6y -i- cz) 

oder naeh der Formel 

(13) + + + 

wobei O^y VP^, <9,, U**, harmoniBcke Funktionen und b, c Konstaaten 
find. Entspredieude Zerlegungen laapen sich für den Fall biharmoni* 
Bcher Funktionen zweier Variabeln vornehmen. Aach Goursat ist anf 
dieeen Punkt in einer kurzen Daratellong der Frage zurückgekommen 

Das Vorhandensein des linearen oder des quadratischen Faktors 
in den vorstehenden Formeln erklärt die Leichtigkeit, mit welcher man 
das Problem 'der Integration der Gleichung A^£i"M = 0 bei gegebnen 
Randwerten des Integrals und seiner normalen Ableitung für den Fall 
lösen kann» daß die Umrandung eine Ebene oder eine ECogel ist. Tat- 
sächlich kann man diese Probleme ohne weiteres auf entsprechende 
Fragen der Theorie der harmonischan Funktionen zurtiokführen. 



1) 0. Venske, Zur Integration der Gleichung A A«iaO l&r ebene BereLohe. 
GOttinger Nachrichten 1891, S. 87. 

2) E. Almansi, Sulla iutegrazioue della equazione differensiale A"*«0. 
Auuali di Mai. (3) 2, 1. 1899. 

S) E. Gouraat, Sar Täquatioa A Ai»«>0. BnU. See. Ifath. de Fnoßa 26» 
288. 189«. 



Digitized by Google 



Dzei 7oilMtuig«tt Aber neuere Fortaeluitte der matfieiiifctieehen Pliyiik. 149 

Ebenso können HiV drei Komponenten der Yeiscbiebiuigexi einee 
isütropea elastischen Äürpers auf die Form gebracht verdoDi 

wobei die vier Funktionen , 0^, W hnrmoni^pho FiinktioiK ti sind. 
Almnnsi hat von liier aus die Lo-^ung des < 'L^:L-hL'p>M<:lits|irobiems für 
eine elaBU-^che Kugel unmittelbar und ta-t augenblickiicli erhalten.*) 

Ein audred intercBsantes Ergebnis, das sieh an die Ausdrücke ( 1 2) 
und (13) anschließt, ist die Anwendung des Prinzips der Inversion auf 
biharmouische Funktionen.^) Levi-Civita hatte es auf anderem Wege 
für den Fall zweier Yariabeln gefunden und M icheil hat ebenfalls 
diese Frage studiert.*) 

Aber die eleganteste und zugleich am tiefsten gehende Anwendung 
der Formeln (12) und (13j ist von Aimansi Yorgenommen worden. 
Wir wollen darüber ein paar Worte sagen. 

Das Prinzip der konformen Abbildungen liefert bei gegebenen Rand- 
werten die Lösung der Laplaceschen Gleichung für alle Flächen, die 
man auf die Fläche eines Kreises abbilden kann. Die entsprechende 
Frage för die Gleichung A^A*« = 0, d. h. die Bestimmung der unbe- 
kannten Funktion, wenn man ihre AVertö und die Werte ihrer nor- 
malen Ableituxig auf der L mianduug kennt, ist von Aimunsi für jede 
Fläche gelöst worden, die man mit Hilfe eines ganzen rationalen Poly- 
noms auf die Fläche eines Kreises abbilden kann.*) 

Man brauchte nur den gleichen Weg einzuschlagen, um ein ganz 
entsprechendes Ei^bnis für den Fall des elastischen Gleichgewichts 
fRr zwei Ysziahle, also för dastische Membranen zu finden. Das hat 
Boggio in einer interessanten Arbeit getan.^ 

Auf diese Art kann beispielsweise das Pascalsche Problem des 
Gleichgewichts einer gespannten elastisdum Membran, deren Umvaadimg 
dne Paseslsche Schnecke ist, gelöst werden. 

1) £. Aimansi, SuUadeformazionedellaBferaelastica. Idem. Acc. diToiiiio(2} 
49, 108. 1897. 

5) 7. Teliewa, Solle lanneni poliatmomclie. Atfei delV IsÜtuio Veneto [Bd. 57 

der ganzen Folge], (7) 10, 238. 18»8. 

3) T. T.r-vi Civita, Sopra nna trapformnzione in ef' stessa della equazione 
A»A - 0. Atü deli' ktitato Veueto [Bd. ö6 der ganzen R^ihe), (7) 9, 1399. 1897/98. 

4) J. H. Michell, The Inversion of Plane Stress. Proc. London Math. Soc. (1) 
«4, 184. 1808. 

6) E. Aimansi, Sulla riema delle funaioni poliaimoniche in uu* area piana 
eempHcemente conneeBa, per dste condudoni^ eontoxno. Cixc. Hat. di Palenno 18, 

326. 1899. 

6) T. Boggio, Suir equilibrio delle membrane el^Üche piane. Atti Acc. di 
Torino 8i, 818. 1699—1900, 
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Diese Ergebmaae erstrecken aieh nieht auf den draidunensioiuilmi 
Baum, denn es iat woU bekumt, daB in dieBem Baum die konfomen 
Abbildimgen auf die Transforiiiatioiieii durch resiproke Radien be^^ 
Bcbrinkfe sind; es muB aber bemerkt werden, daß die Methode Ton Al- 
mansi auch noch andere als die khuwuchen £Ule nmüt^fy wo die ünir 
imodimg doreh Sjreise oder Geraden gebildet wird. Deshalb eröffiaet 
sie ein nenes Feld der Untersnohnngen. 

Wir wollen noch einmal zu der Anwendung der Greensehen 
Methode aof die Qleiehnng A' A*« — 0 lorflckkehren. 

Man kann selbst in diesem FaU eine der Greensehen entsprechende 
Funktion bilden. 

Ea ist das eine bihannonische Funktion, wo die Werte der 
Funktion selbst und die der normalen Ableitung auf dem Rande ge- 
wisse Bedingungen erfiUlen. Lanrieella und Boggio haben sie in 
mehreren Böllen Terwandi Hadamard hat diese Funktion Ton einem 
neuen Gesichtspunkt ans betrachtet Er hat sie als abhSngig angesehen 
Ton der Öestelt des Bandes, d. h. als Funktion der F&hen oder der 
liinieo, die den Band bilden. Auf diese Weise hat er sieh dem Gedanken- 
gang angeschlossen, von dem wir in der ersten Vorlesung gesproch^ 
haben; er hat sieh das Problem der Maxima und der Minima bei t»- 
riabler Umrandung vorgelegt. Diese Untersuchung, die auf ganz neue 
Weise und nach sehr el^j^ten Methoden (lurdu^rr fahrt ist, bildet einen 
sehr eigenartigen und sehr ansehenden Teil seiner schönen grund- 
legenden Arbeit.^) 

88. Das Bzifltenstheorem und das fredkolmsoke Tiieorem. 

Es wUre unmöglich, das Gebiet der Untersuchungen, fiber die wir 
bisher gesprochen haben, au verlassen, ohne eine Frage zu berühren, 
die in letater Zeit Gegenstand einer großen Zahl von Arbeiten ge- 
wesen ist. 

Es ist das die Frage nach den Exiatenztheoremen. Diese Theoreme 
interessieren im allgemeinen Sinne kaum den Physiker, der sich darum 
nicht kümmert; dagegen werden sie als grundlegend von dem Mathe> 
matiker angesehen, der in diesen Theorif^n Patz für Satz ein festgefügtes 
logtsches Gebäude an errichten trachtet Auf den ersten Anblick scheint 

1) Vgl. Anm. 2 zu S. 112. Die Arbeit Hadamarde ist von der Aka«l, der Wia- 
•«nsohiilten preisgekrönt wocden ebenso wie die von Lauriceila, Korn und 
Boggio, die wir tpfttor ttwUnmi -wycden. — Zn nennen sind liier die Ai1)eiteb 

▼on Ä. Haar, Gött. Xadir. 1907, S. 280; und von Zaremba, Krak. Anz. 1907, 
S. 147. Femer A. Korn, t%r>r die allgemeine Lösung dei biharmoiiiMhen Fxo- 
blems im Baume. Anz. d. Krakauer Akad. 1907, S. 837. 
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der Wortiaut der Existenztheoreme diesen Zwiespalt zu rechtfertigen, 
denn in den meisten Fällen beschränken sie sich auf die Feststellung, 
daß es unter gewissen Bedingungen Lösungen gibt. Bei näherem Zu- 
«ehen aber erkennt man, daß man sich sehr oft irrt, wenn man sie nicht 
gebfiluind beaditei Man muß niinlichy um die Beweise zu führeui oft 
die LSeongen fOr die aDgemeinsten FSlle wirkUch bilden. Deshalb nnd 
diese Beweise oft die Quelle Ton Ergebnisseii, die für die Anweadm^^ 
▼on großer Wiehtigk^i srnd, und cÜe dne tiieoietische und praktische 
Bedeutung haben. Wir werden das einseben, wenn wir jene Theorame 
und die allgemeinen Lßsuugen zugleich betraebten. Bekaontiieh haben 
diese Fragen Tiele Schwierigkeiten geboten. 

Bie Wege, die man in der Elastizitittslehre eingeschlagen hat, nShem 
sich den bei der Laplaceschen Gleichung befolgten Wegen. Die An- 
wendung der Heumannsdien Methode ist merst von Lauricella Ter* 
sucht worden, der yon den Formeln Ton SomigHana ausging.^) Aber 
das Ton ihm gewonnene Ergebnis eriaßte wegen der Hypothesen, die 
«r flber die Koeffizienten machen mußte, nicht das eigentliche Iflasti- 
sitStsproblem. Spater hat er sich immer mehr der endgültigen Losung 
der Frage genihert, indem er sich aUe Hillsmittel su Dienste machte^ 
die ihm die Analjsis in den Methoden der sukzessiven Approximationsn 
und der IntflgralgteidLongeai darbot 

DoTch Anwendung der Methode der snkaessiTen Approximationen 
hat Korn viele Erfolge erzieli') Dieser Mathematik^ hat die Losung 
in Potenzreihen fOr einen Parameter entwickelt, der Ton den Elastizi- 
tttskonstanten abbßogl^ nnd er hat auf diese Weise das Gleichgewichts^ 
problem sowohl für den Fisll gelSs^ daß die Versehiebungen am Bande 
gegeben sind, als auch ftr den Fall, daß die Spannungen gegeben sind 

Es ist hier zu bemerken, daß bis jetzt die Kornsche Methode die 
«inage ist, die im letzten FsUe auf eine vollsiAndige LOsung geführt 
hat Auch ist die elegante Art und Weise bemerkenswert, wie er die 
sich darbietende Schwierigkeit zu überwinden rerstanden hat 

Schreibt man n&mlich die Gleichungen der Elastizität in der Form 

^ cx dy dz * 

1) G Lauricella, Equilibrio dci corpi elastici isotropi. Ann. Soaola Nor^ 
nuJe superioro di Pisa. 17. Scienze üsicke e matem. 7. No. 6. 1895. 

2) A. Koru, Sur le« tiiiuationB de rälasticiU. App. de Tl^c. Nonn. 24,9. 1907. 
— jL Korn, Solution g^nM* dn probUmo d*^ailibn dana la thMe do Tälatti- 
dti dans le OM oiä les effocts sont donn^ k la rai&ee. Ana. de la Facnltä die 
Sa. d» Tooloiue (9). 10, 16fi. 1908. 
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und setzt man voraus, daß die Spannungen auf dem Rande gegeben 
sind, so haben die Entwicklungen von «t, v, tv in Putenzreilien für das 
Argument K eine wesentlich sincniläre Stelle für K = 0. E. und F. 
Cosserat hatten diese Eigentümiichiieit für den speziellen der 
Kugel bereits bemerkt.^) 

Um zum Ziel zu gelangen, hnt Korn aus diesem Grunde die Po- 
tenzreihen in der UragpInmL': vini K = l betrachtet. 

Seit einigen Jahren j^t ii;;in uut der Methode der Integralgleichun- 
gen au die Fragen herangegaugen. 

Der von Fredholm entwickelte sehr wichtige Grundgedanke hier- 
bei ist der, daß eine in einem zweidimensionalen Bereich definierte har- 
monische Funktion als Potential einer über die Umrandung verteilten 
Doppelschicht aufgefaßt wird.*) Ist der Wert der harmonitoheii 
Funktion fHr einen Punkt der Grenze s, imd ist f(s) die Didbte der 
Doppelschicht, so hat man die Beziehung 

wobei FiSf $^ eine xegoISre Funktion ist^ fiJli die Umiandnng regulSr 
ist. Die Bestimmung der Funktion fis) ist also auf die Löaung der tot- 
ttehenden Integralgleichung xnrficl^sefftlurt. Von dieser Lösung werden 
wir in der folgenden Yorlesnng apredhen. Nach Verfahren, die sich auf 
denselben Grundsätzen aufbaoeiii kann man den Fall der Elastizitiit be- 
handeln. Man wird dadurch auf Systeme von Integialgleichungen ge- 
führt. Die wieder erscheinenden Schwierigkeiten kommen von den Un- 
endlichkeitsetellen der Funktionen her, die unter den Int^jialen auf- 
treten, und sie sind für den Fall, daß die Spannu^en gegeben sind^ 
bisher noch nicht überwunden worden. 

Fredholm, Lauriceila, Boggio und Marcolongo haben geist- 
reiehe Arbeiten über diesen Gegenstand yeröfientlicht, und es maß andi 
hier an die Namen £. and F. Gosserat erinnert werden, die zaersfc 
intereesante Besiehangen zwischen Integralen angestellt haben.*) 

1) E. und F. Cosserat, Sur la d^formation inBniment petita d*uu ooipB älaiti- 
qoe aoumis k des furces donndefl. Comptes Kettdus 271. 1901. 

2) L Fredholm, Sur une nouTeUe mätiiode pour la idiolution du probl^e 
do Diriehlet Stodkholm 0fr. S9. 1900. 

8) Die Literatur über diesen Gegenstand ist sehr ausgedelmt. Die Arbeit von 
Fredholm: Solution d'un problömc fondainental de la thdoric de Tälasticit^ iat 
im Arkiv för Matematik, Aetronomi och Fysik, Bd. 2, No. 28, 1906, veröffentlicht 
worden. — BetreifB der anderen Autoren verweise ich auf: Rendi conti Acc. dei 
Linoei, Nqoto CSmento, G. B. de TAcdee 8e., Ana. de la Faealt<! de« Sc de Tou- 
hrnte usw. — Die allerttste LSsiuig der etsteii Bsndwertan^be der ElaatiaitB.ts- 
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Die Gleichung A'A*« =-= 0 l^aini rbouftills nach entsprechenden Me- 
thoden, gelöst werden. Koi ii hat die sukzessiven ApproximaLiünen ver- 
wendet^), Lauriceila die Metho lo der Integralgleichungen^); es liiuÜ 
aber yoransgesetzt werden, daß der Rand keine singulären Punkte enthält. 

Betrachten wir nun den besonderen Fall zweier Variabein. Wir 
wollen Toraussetzen, daß die Umrandung ein Rechteck ist; es entspricht 
das dem Problem des Gleichgewichts einer rechteckigen elastischen Plaite. 
Das Problem läßt sich nach den vorstehenden Methoden nicht angreifen. 
Laurioella hat es dadurch gelöst, daß er auf die alten Methoden zu- 
rückgrifP, deren sieh Mathieu zum Studium des Gleichgewichts eines 
rechtwinkligen Prismas bedient hatte. Diese Methoden schließen sich an 
die Methoden der ein&chen Ldsungen an. 

84. Die Methode der einfMhen Ltangen. 

Wir wollen diese Vorlesung duiiiit abschließen, daß wir ein paar 
Worte der allgemeinen Methude der tiufachen Lösungen widmen, von 
der wir im letzten Kapitel gesprochen haben, und diij ganz kürzlich 
durch fruchtbare Verwendung der Integralgleichungen erneuert wor- 
den ist. 

Die ersten Ansätze dazu ündet man in den Versuchen, an die Be- 
handlung der partiellen Difierentialgleichungen heranzugehen. Für die 
Gleichung der schwingenden Saiten 

dt* dä?> 

wo die Variabein getrennt sind; hat Taylor die Lösung in der Form 

angegeben. 

Es i.st dies das erste Beispiel für eine einfache Lösung. Die Zu- 
sammenstellung einfacher Lösungen vom Taylorschen Typ bat zur 
Fourier sehen lleihe gefüiirt. Ich will hier nicht die so wohlbekannte 
Geschichte dieser Entdeckung wiedergeben, in der physikalische und 
analytische Gedankengänge sich verschlingen, und in der die berühmten 
Kamen BernouUi, d'Alembert, Euler, Lagrange erscheinen. Die 
Methode der einfachen Lösungen, für die wir ein typisches Beispiel ge- 

theffitte flberhaiipl findet sich in der Atb«dt von A. Korn« Abhandlungen lor 

ElaBtizitätstheorie I. Allgemeine Lösung det eHastischen Gleichgewichteproblema 
bei gegebenen Verrflcknngen an der Oberfläche. Müncli. Ber. 3(), 37. 1906. 

1) A. Korn, Sur i'^quilibre des plai^^aes älastiqaes encastr^es. Ann. de V^o, 
Horm. 25, ö2d. i\i08. 

f) 0. Lanrieella, Sur Tintcgration de rd^uatimi iclatiTe k I cquilibm dee 
plaqnef Aartianee encaitr^. Acta Math. tS, SOI. 1M9. 
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geben haben, besteht in dem AntYiTiden partikulärer Lösungen, bei denen 
alle oder einige Variable getreuut auftreten. Durch Konstruktion einer 
Beihe von einfachen Löaungen kaniL mau uaun u^ittels Koeffixienten- 
bereehnnng die allgemeine Lösung erhalten. Diese Methode läßt sieii aut 
dit Teriohiedenen Typen von Differentialgleichungen anwenden, mögen 
sie nun ellipiiBch, paraboliscli oder hyperbolisch sein. 

Um die Vontdliuig sn fixieren, wollen wir einmal eine Gleichung 
der leteton Art betrachieiiy nnd zwar im 1>e8onderen den Fall der Schwin- 
gungen ebener, «n Bande eingespiamter Membrueii. In der dreidimen- 
eionaleu Welt^ die wir betrachten mOeaen, wollen wir db Zeit t von den 
Benrnkoordinaften x, y trennen nnd, d« die an integrierende Diffineatial- 
gleichnng 

^ ^ dt* W*'^dv' 

lautet, Löenngen der Form 

bettachten. 

9 mu£ dann der Gleichung genfigen 

wobei 9 auf dem Rande gleich null und K eine Konstante ist Zuerst 
muß man diejenigen Werte K aufsuchen, für die von null verschied^e 
Lösungen 97 existieren. Das sind die Auanahmewerte» Die Existenz des 
kleinsten Ausnahmewertes ist von Schwarz bewiesen worden, die Exi- 
stenz aller Ausnahmewerte aber ist in dem großen Werk von Poin- 
eare über die Gleichungen der mathematischen Physik nachgewiesen 
worden.^) Man kann die Ausnahmewerte als Wurzeln einer transzen- 
denten Gleichung ansehen. Das Prinzip von Lord Rayleigh gab zwar 
einen Überblick über die Art und Weise, wie das Ganze sieh abspielt; 
aber erst die Methoden der Integralgleichungen haben zu den einfach- 
sten und unmittelbarsten Ei^hnissen geführt 

Man sieht ja leicht ein, daß man die homogene Diffwentialgloi- 
chung (15) nebst der Bandbedingung 9 0 durch eine lineare homo- 
gene Litegralgleichung ersetzen kann. Wie wir in der nächsten Vor- 
lesung sehen werden, ist eine Integralgleichung nichts anderes als der 
Grenzfall eines Systems linearer algebraischer Gleichungen, wenn die 
Zahl der Gleichungen und der Uubekaunteu unbegrenzt wächst. Daber 
erhalt man als Bedingung dafür, daß die lineare homogene Integral- 
gleichung eine von null verschiedene Lösung besitzt, das Yersohwinden 

1) H. Foincar^, Sur lei dquationi de la Phyiique matbimsti^iie. (Srcole 
Hai di Palermo S« 67. 1894. 
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eines Ausdrucks, den man als Grenr.wert der Determinante eines Sy- 
stems linearer algebraisclier Gleichungen ansehen kann. Dieser Ausdruck, 
den Fredholni Determinante genannt hat'), ist eine ganze Funktion 
von K, und darans erhält man das Ergebnis, daß die Ausnahniewerte 
Wurzeln einer transzendenten Gleichung sind.'-) 

Die Werte q , die die Gleichung (15) befriedigen, und die den Aua- 
nahmewerten von Ä' entspreohen, sind die Ausnahmelö.sungen. Mau muß 
nun (iie Fourier sehe Methode verallgemeinern und die allgemeine Lösaug 
durch eine Kcilic von Ausnahmelosungen auszudrücken versuchen. 

Hilbert^), Schmidt*) und andere Autoren haben diese Fragen in 
allgemeiner Weise behandelt und vertieft. Hilbert hat das Studium der 
unendlichen Formen, die er auf die kanonische Form zurfickgef&hrt hat, 
zum Ausgangspunkt genommen. Es ist hier nicht möglich, diese Unter- 
suchungen weiter darzulegen, die ein neues intoranantes Kapital der 
Analysis bilden. 

Dritte Vorlwiuig. 

SS. AUilaigi|(kait dea Zustandes von dar Yorgeadhiaihte elnaa 

alaatiaohaii Sdxptta. 

Das Hookeadha GasatSy das die Grundlage dar gewöhnlichen 
mathematischeu Theorie der ElastisitSt bildet^ ist nur ein Aunäherungs- 
graata. Wir haben das schon in dar Torigen Yorlesiuig gestreift ihn 
kann sich duroh eine zweifache Modifikation den Beobaehtongaergeb- 
nissen anzunähern Tersnohen. Man kann nimlich aunSohst daran denken, 
daß sich die Elastizitstsersehatnongen deahalb yom Hookeschen G^eta 
entfernen, weil es Deformation und Spannung in lineare Abhängig- 
keit von einander setzt, während diese Größen in Wirklichkeit durch 
nichtlineara Besiehungen mit einander verknüpft sind. 

1) J. Fredholm, äur uae cia»8e d equatioaa foactiüuueUes. Acte Math. 27, 

M5. im. 

S) Das Vtoblem der Sehwingangeii tohwerer Flflsrigkeiton (pioblteie des 
seichefl) iat eine fthnliche Frage, die man ebeofalls darch ein auf die Yerwendong 

Tinendlicher Determinanten ffihrpndes Verfahren lösen kann. Tcli habe diese» Ver- 
fahren ersonnen und iu einer Vorlesung vorgetragen, die ich 1890 in Turin Tor 
der Physikalischen Gesellschaft gehalten habe. (Vgl. V. Vol terra, Sul fenomeno 
ddle Seiches, Oonftraoia. Nnoro Cimento (4) 8, S70. 1898 vnd Le9on8 rar let 
^qnatious integrales et integro-diff<$rentielles, Kap. III, § 15.) 

3) D. Hilbert, Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integral» 
frleiVhungen. Gött. Nachr. 1904, S. 41» n. lm.^; 1905, 8. 807; 1906, 8. 167 u. 4S9; 
laiu, Ö, 86Ö u. 596. — B. G. Teubner, Leipzig 1912. 

4) E. Sehmidti Zur Theorie der üneaaren und niektlimearen Integialgletchmip 
«ea. MaUi. Ans. et, 488; 64, 181. 1907. — Vgl. himca auch A. Korn, Freie 
imd eEBwongene Sehwingungea. B. G. Tenbner, Leipiig 1910. 
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Aber ein© weitergehende Prüfung der Erscbeinungen lehrt uns, 
daß die auf Grund dieses üedaakenganges anzubringenden Muditika- 
tionen iiiciit ausreichend sind; deiiu das Hookesche Gesetz entfernt 
sicli auch noch aus anderen Gründen von den natürlichen Tatsachen. 

Betrachten wir die Erscheinungen der elastischen Nachwirkung. 
"Wird ein elastischer Körper äußeren Kräften unterworfen, so nimmt er 
keine endgültige Gleichgewichts gestalt an, sondern er ändert sich lang- 
sam und strebt asymptotisch einer sjewissen Gestalt zu. Ebenso kehrt 
der elastische Körper, wenn die auljeien Kräfte aufgehört haben zu 
wirken, nicht sofort in die liaLürliche Gestalt zurück, sondern die Ge- 
stalt, die er annimmt, ändert sich langsam nach bestimuiten Gesetzen. 

Diese Erscheinungen beweisen, daß die Deformation in jedem 
Augenblicke nicht nur von der gegenwärtigen Spannung abhängt, son- 
dern auch von den Spannungen, die in der vorhergehenden Zeit auf 
den. Körper gewirkt haben. Deshalb könnte keine Beziehung, die man 
als in jedem Augenblick zwischen den gegenwärtigen Werten von De- 
formation und Spaiuiu::L^ bestehend ersinnen könnte, diese Abhängigkeit 
wirklich darstellen. Mau muß daher das Hookesche Gesetz von dem 
Giundsatz aus modifizieren, daß der gegenwärtige Zustand des elasti- 
schen Systems von der Geschichte der Einwirkungen abhängt, denen da» 
System ausgesetzt war. 

26. Unterschied swisclien der Meohanik mit and ohne Vererbungs> 

erschein ongen . 

Bevor wir tiefer in die Frage eindringen, wollen wir ein Wort 
Aber den Namen sagen, den man den betrachteten Erscheinungen treben 
kann. Zunächst ist zu bemerken, daß man ähnliehen Erscheinungen 
in der Lehre vom Magnetismus, von den Dielektriken und noch in 
anderen Fällen begegnet. Bezeichnungen wie Hysteresis, trainage u. ä.,, 
die manche Autoren angewandt haben, können, w enn mau sie auch im 
allgemeinen Fall gebraucht, zu Mißverstand nisspii Anlaß irfb^n. Des- 
halb wollen wir alle diese Erscheinungen al- Vei > rljungserscheinungen***) 
bezeichnen. Wir knüpfen damit an die iOmt il ni; der Mechanik in 
Mechanik mit Vererbung und Mechanik ohne \ ererbung an. 

Picard macht in eineni seliönen Artikel über die klassische Me- 
chanik und ihre suk/,ess.iVH!i Approximationen die Bemerkung, daß man 
diese Einteilung vomehmeu kann.^) In der Mechanik ohne Vererbung 

i) „Fheuomeoes d'beredite.** * 

t) Pieftxd, La m4c«iiiq,n6 cbtttiqiie et Mi approzimatioiis snoceMiTes. 
Bivirtft di Sdenz» (Bologn*) 1, 4. 1007. 
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hängt d«r kflnftig« Zustand eines Sjstems in einem gegebenen Aogen- 
bliek nnr TOm gegenwSxtigm Zastsnd ab oder, allgemeiner gesprochen 
(da die Erifte mögüohenreise auch Ton den Geeebwindigkeiten ab- 
hingen kennen), Ton dem gegenwirtigen nnd dem nnmittelbar Torbet^ 
gebenden Zostand. In der Mechanik mit Vererbung hingegen hinter* 
läßt jede Einwirkung eine bleibende Beeinflussung des Systems, und 
der gegenwärtige Zustand hängt yon der gesamten Yorgesehidite ab. 

Es ist augenscheinlich, daß das Qrundproblem der Astronomie anr 
ersten Gruppe gehdrt, während die im vorigen Paragraphen berfihrten 
Fragen zur zweiten gehören. Painlevö stellt in einem interessanten 
der Mechanik gewidmeten Kapitel^) die Behauptung auf, daß die Pro- 
bleme der Vererbungserscheinungen Ton einem bestimmten Gesichts- 
punkte aus nur scheinbare Probleme sind, weil sie nicht als solche 
auftreten würden, wenn man eine vollkommenere Kenntnis von der 
Konstitution der Körper hätte. Immerhin ist es im gegenwärtigen 
Augenblick notwendig, sie zu betrachten und tiefer in sie einzudringen» 
In gewissen Fallen sind die Gleichungen, auf die sie fQhren, seit langem 
bekannt gewesen. Ich brauche hierfür nur an die s(-höne Arbeit Aber 
die Elastizität von Boltzmann aus dem Jahre 1874'^ zu ennnem, m 
der die Gleichungen unter gewissen Bedingungen von empirisc^ai Ge- 
sichtspunkten aus aufgestellt worden sind, und an die später erschie- 
nene intcres?<ante Arbeit von Wiechert*), die 'auf anderen Grundge- 
danken beruht. Ich will alsbald sagen, weldie Schwierigkeiten sich 
einem allgemeinen Studium dieser Gleichungen entgegenstellten, und 
will zeigen, daß es bis in die letzte Zeit hinein keine analytischen 
Metboden gab, die sie allgemein und ToUständig au behandeln er- 
laubten. 

87. Tonion eines Tadeaa. 

üm aunaohst einmal die Dinge auf elementare Weise au betrachten, 
&ssen wir die Torsion eines Fadens ins Auge. 

Dar Torsionswinkel sei o, das Torsionsmoment Jf. 

In der gewdhnUdien Elastizilätstheorie führt uns das Hookesche 
Gesetz auf die Pkoportionalitftt ron a und Jf. 

Das wird durch die Gleichung ausgedrückt 

(16) wK'M, 

1) Painlev^, De la mätiiode dans les aoiencei. Farii (Alcan) 1909. 

S) L. BoUsmsnn, Zar Theorie der ebwliichen Haehwirkang. Wiener Ber. 
70, 276. 1874. Pojjg. Ann. Erg.-Bd. 7, 634. 1876. Abhandl. Bd. I, 616. 

S) E. Wiochert, Gf setze der elastischen Nachwirkang l&r konstante Tem- 
peratur. Wiedexxuumti Ann. §0, 386 u. &0, 646. 1893. 
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wobei K ein konsiaBter Koeffizient iii Anf diese Weise ist eine in 
jedem Augenbliok bestellende «ngenSherte Beidehung swisehen Torsion 
und äußerer Wirkung an^estelli Schriebe man allgemein 

a> - F{M), 

wo F eine uoek unbekannte Funktion von M ist, so könnte man die 
Funktion F so bestimmen, daß sicii die nnalytische Darstelluug des 
Phänomens den tafsnchlieben Erscheinungen ijesser annähert. Man 
könnte beispielsweise die l unktion F in eine Potenzreike entwickeln, 

und man kdnnte eine größere Annaliernng, ab Formel (16) sie bietet 
daduuek so ersielen Tenmcheni daß man eine bestimmte Aniahl Ton 
Gliedern berücksichtigt nnd die Koeffizienten n^h be- 

kannten Methoden bestimmi Aber auf diese Weise wfirde man die 
Vererbnngsencheinangen anßer Betracht lassen; dam sobald man eine 
Besiehnng zwischen der gegenwirtigen Torsion nnd der gegenwSHagen 
äußeren Einwirknng aofetellt» kommen dabei die frfiheren Einwirkungen 
nicht in Anzedmung. 

Will man also» daß m von der Geschichte des Torsionsmoments 
M abhängt^ so wird man die Gleichong (16) in folgender Weise ab- 
ändern mfissen 

üj — KM -f 9?, 

wobei 9 eine Ton all den Werten abhängige Größe ist^ die M von der 
Zeit — oo bis zur Gegenwart angenommen hat. Man kann eine Ver- 
einfachung dadurch ersüden, daß man die yor einer bestimmten Zeit 
ausgeübten Wirkungen yemachlassigt; denn dann hingt ^ nur Ton all 
den Werten ab, die M von der Zeit ^ bis zur Gegenwart aagmommen 
hat. Stellt man die Zeit als Abszisse und das Torsionsmoment als 
Ordinate einer Kurve dar, so erhält man ein geometrisches Abbild der 
Funktion M{t)f und man kann daher sagen, daß (p von der Gestalt der 
erhaltenen Kurve abhängt Man kommt von hier aus zu einem Ge- 
danken, vrio wir ihn ganz ähnlich in der ersten Vorlesung betrachtet 
haben. Wir brauchen uns nämlich nur daran zu erinnern, daß man, 
wenn man das Prinzip der variierenden Wirkung erweitern will, ein 
Doppelintegral als abhängig von der Begrenzungslinie des Integrations- 
gebiets betrachten muß, allgemein als abhängig von allen Werten, die 
gewisse Funktionen längs dieser l inie annehmen, 

W ir können jetzt das eben Gesagte zu dem in der ersten Vor- 
lesung Auseinandergesetzten in Beziehung setzen. 

In Kap. 5 haben wir eine unendliche und stetige Gesamthi it von 
Variabein ins Auge gefaßt Wir haben gezeigt, daß diese Betrach- 
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tnngen der Yontelliing Ton Qidßen «ntfprmgen, welobe toh allen 
WertetL einer oder mehrerer Fonktionen abhiiigen, und wir liAben tool 
flirem Zusammenbaiig mit deo Integral|^ieieliungen gesprochen. Hau 
▼ersteht ee daher, daft man dnreh Anlehnung an jene Theorie anr Lo- 
sung der Probleme gelangen irird, die sich in der Mechanik mit Ver- 
erbung darbieten. 

Aber man kann nunmehr hinzufügen, dafi die Bitegralgleiohungen 
nieht ausreichen, um den allgemeinen Fall der Tererbungsprobleme an 
umfassen. 

Man muB sn gindieh neuen und weit Terwiekelteren Fragen über- 
gehen: ich nenne ne die PMbleme der Integrsldifferential^eiehungen. 

Diese Probleme sind Tendiieden ron denen, welche sieh bei 
der in der ersten Yorlesung (Kap. 4, &) behandelten Erweiterung der 
Jaeobischen Gleichung darbieten. Damals haben wir zwischen den 
Koeffizienten Bezidiungen angetroffen, die Diffwentiale der Linienfnnk- 
tionen enthielten (Gleichung (4) in Kap. 5), wShrend die Integraldiffe- 
lentialgleiehungen, die wir in den folgenden Kepiteln finden werden^ 
Besiehnngen darskelkn, die zugleich vom Typ derDüEnrentialgleidinngen 
und der Litegndgleiohungen sind. Außerdem ist die Yerknfipfiini^ 
beider Typen derart, daß die bekannten Methoden f&r DifiPerentialglei- 
cbungen und fOr Integralgleichungen in den allgemeinen flillen nichi 
die Lösung liefern, wenn man sie getrennt anwendet. Das Problem 
der Integraldifferentialgleicliungen unterscheidet sich wesentlich Ton dem 
dw Differential- nnd dem der Int^pnlgleicliuugeii. Um es zu losen, moft 
man beide Methoden durch ein nenee analytisches Yerfohren Terbinden. 

28. Analytisolier Ausdruck für Größen, die von allen Werten einer 

Variabeln abhängen. 

Wir wollen jetzt auf die Größe qf zurückkommen, die von allen 
Werten M{t) von t = bis zum gegenwärtigen Wert t abhingt. Die 
erste Fnge, die sich aufdrängt, ist offenbar die: Kann man diese Be- 
ziehung analytisch zum Ausdruck bringm? Um hierauf die Antwort 
zu geben, muß man die allgemeine Frage nach der analytischen Dar- 
stellung einer Größe behandeln, die von aUf ii Werten einer Funktion 
abhängt (Vgl Kap. 6.) Man stößt so auf ähnliche Schwierigkeitmi,. 
wie man sie in der gewöhnliclien Analysis antrifft, wenn man einfr 
Funktion nach Dirichlet scher Art definiert hat und nun zu ihrem 
analytischen Ausdruck, etwa der Taylor sehen Beihe^ Übergehen will. 
Ich brauche nicht daran zu erinnern, daß man in bezug auf die Diffe- 
renzicrbarkeit, die Konvergenz und das Bestglied Voraussetzungen 
machen muß, damit die Entwicklung möglich sei. 
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Ebenso tann man in dem Fall einer (rrößo, die von allen Werten 
«iner Funktion abhängt, unter gewissen ähnlichen \ oiausaetzungen zu 
«iner Entwicklung gelangen, die der Tajlorscheu YoUkomiuen äku- 
lieh ist. 

Wendet man sie auf die von M{t) abhängige Größe (p an, bo 
findet man 

(17) ^^f M(r)<pft r)dt + ^f it^f It, Jf (O-^f Wvft i^u + • 

Beror wir weiter gehen, wollen wir nnieare AulmerkBamkiit auf 
die Tragweite der eben besprochenen Erwuterung dei Tayloreohen 
SatMB richten. Ee iat das nimlieh daa erste Beispiel ftr die Anwen* 
dang des Überganges an einer unendlichen stetigen Ifannigfaltigkeit 
▼on Variabehl einer Fanklion und ist infolgedessen der Ausgangspunkt 
fOr die folgenden Gfedankengänge gewesen. Ich werde «eigen, daß 
diese Bntwicidung nichts anderes ist als der GrendSdl der Tajlorschen 
Reihe für mebme Variable wenn man Toranssetit^ daB die Anzahl der 
Yariabehi unbegienzt wficbst. Man wird das Icdeht . einsehen, wenn 
man den Weg yerfolgt^ auf dem ich 18B7 dorÜiin gelangt bin.^) Wir 
aerlegen das Interrall ^ . . . < in « Teile Ati ^» • • «i \i ^ 

diejenigen Werte von M(t), die zu den Werten von t innerhalb der 
Intervalle 

A + + + + + 

gehören. Wir fassen zunächst eine Funktion von 

jna Auge, die mit diesen GrSBen augleieh Tersdhwindei Entwickeln 
wir diese Funktion in eine Taylotsehe Beihe — die Mdgliehkeit der 
Entwicklung werde Torausgesetat — , so finden wir den Ausdruck 

i i k 

Wir gehen nun dadurch zur Grenze^ über, daß wir die Zahl der 
Intervalle • • unbegrenzt wachsen und die Ausdehnung eines jeden 
unbegrenzt abnehmen lassen. Der erste Ausdruck, der durch eine ein- 
fache Summe gebihlet wird, gibt im Grenzfall zu einem einfachen 
Integral Veranlassung; der zweite Ausdruck, welcher durch eine 

1) y. Yolterrs, Sopn le fausioiu ehe dipeadono da sltre fbnsiooi. Kola 
1. 1 S. Bend. Aeo. dei Linoei (4) 8, 97. 1887. (7gl kam. 1 tu 8. US.) 
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Doppelflumme gebildet wird, im Grenzfall ein Doppelintegral ergibt, 
und aus den folgenden äummeu werden mohrfache Integrale von immer 
wachsender Ordnungszahl. Man kommt auf diese Weise zu der vor- 
stehenden J'jutwicklung (17). Das Anseinandergesetzte ist nur das ^^ehema 
der Schlußweise. Erst durch, ziemlich verwickelte KaustgriÜe wird sie 
vollständig und streng. 

Die eben gefundene Entwicklung einer von allen Werten einer 
Funktion abhängigen (rröße fHhrt leicht zu einer entspreohendeu 
Klassiiikation wie bei den Jj'anktiouen verschiedenen Grades. 

Man braucht hierzu nur die Glieder der Reihe (17) zu sondern, 
und man erhält augenscheinlich Ausdrücke ersten, zweiten, dritten 
Grades. Hieran knüpft sich eine große Zahl von Fragen, und die 
interessantesten Aufgaben sind die, bei denen die Funktionen, von 
denen jene Ausdrücke abhangen, nnbekannt sind. Durch diese Be- 
trachtungen bin ich seit 1896^) auf das Studium der Lösung der Integral- 
gleichungen geführt worden; ich habe dabei einen Gedankengang zu- 
grunde gelegt ähnlich dem, der mich auf die Entwicklung (17) geführt 
hatte, d. h. ähnlich dem Grundgedanken der Integralrechnung. Wie 
ich nämlich in meiner ersten Mitteilung von gezeigt habe, und 

wie in der ersten Vorlesung zum Ausdruck gebracht ist (s. Kap. 5), 
ergibt sich ihre Lösung aus der Erweiterung des Verfahrens zur Lösung 
algebraischer Gleichungen, wenn man voraussetzt, daß die Zahl der Va- 
riabein in derselben Weise unbegrenzt wächst, wie die Zahl der Glieder 
einer Summe, um ein Integral entstehen zu lassen. 

Wir werden das im nächsten Kapitel sehen. 

28. Iiinaare Vererbung. Allgemeine Probleme der Yererbnng. 

Wenden wir die EntwieUnng (17) auf die Orimdgleichnng der 
Torrion an, so wird diese 

u 

t t 

1) y. Yolterra, Sulla inversione detß integraU definiti. Nota I, II. m, IV. 
Atti Tozino. 81, 811, 400, 657, 698. 1896. — Bend. Aco. Lincei (5) 5 (1. Sem.), 

137, 177. 1896. — Sulla inversione degli in' rali multipli. Ebenda. — J^opra alonne 
questioni di inversione di integrali detiniti. Ann. di ^fat. (2) 25, 139 1897. 

2) Vgl. insbesondere § 3 der Nota I: Sulla inversione degli integrali deäniti. 
Aftti Tonne Sl, Sil. 1896. 

AmUt «tr MkNbmaattk vnd Phyiik. m. BmOw. XZIL 11 
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Eb ist augenscheinlicli^ daß wir die ToUstindige Gflicbiclite des 
Tonionsmoments dum betncliten, wenn wir als untere Graue der In* 
t^ale /g^-^oo nehmen. 

Wir wollen nim annehmen ^ man könne in erster Annäherung 
alle Glieder der EntwicUang (17) fQr <p bis anf das erste Teraach« 
Bssigen; dann wird ans der Torstehoiden Gleiehang die folgende; 



Also wird immer noch eine lineare Besiehnng die beidm Größen c» 
und M miteinander Terknilpfen; aber diese Beeiehung hat den allge- 
braiechen Typus (16) verloren und ist infolge der Yererbnng sa einer 
Besiehung vom integralen Typus geworden. Da die Beisiehang linear 
ist, so kann man sie TOm phyaikalisdien Gesichtspunkt aus dahin 
deuten^ daß die Wirkungen der sich llberlagmden Torsionsmomente 
sidi summieren. In der Tat^ setzt man diese Eigensohafb Torans, so 
geht die Torstehende Gleiehang daiaos als Folgerung herror. Deshalb 
bezeichnen wir die betrachtete Vererbung als linear. 

Ich will nun die Probleme au&tellen, die auftauchen ^ sobsld die 
Ton uns studierte Bpezielle Frage auf die yoistehende Form gebracht 
worden ist: 

1. Welche Bedeutung hat der Eoeflisient q){t, r)? 

2. Wie kann man, wenn die Funktion tp {t, r) bekannt ist^ bei gegebmem 
(d(Q das Ifomeni M(i) bestimmen? 

3. Wie kann man die Funktion tpit, t) bestimmen, wenn man annimmt 
sie sei unbekannt? 

4. Ist es möglich, die Torstehenden, aaf die Torsion bezfiglichoi Ge- 
dankengänge auf den allgemeinen Fall der Elastizität auszudehnen? 

ö. Ist es möglich, sie auf die maguetischeu und dielektrischen iiit- 

Bcheinungen ausziulehuen V 
6. Welche Erschemuugeii gehören in den Bereich der Lösungen, die 

mau findet? 

Wir wollen diese verschiedenen Probleme ganz rasch besprechen. 

80. ^tegralgleiohungen und Systeme von Gleioliungeu ersten Gr&dea. 

Es hat keine Schwierigkeit, die erste Frage zu beantworten. Man 
8ieht nämlich leicht ein, daß g>{t,r) die Torsion mißt, die zurzeit t 
durch ein, TorsioTiBmoment yeranlaßt wird| das gleich der Einheit ist, 
ond das im ZeitinterTail (t...t-\-dr) ausgeübt wird. Deshalb wird 
man annehmen müssen, daß ^itft) mit wachsender Differenz t—t ab- 



(18) 
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nimmtw Wir werden auch yoranssetzeD, daß g){i, t) f ür unendlich großes 
i — t unendlich klein ist. Außerdem wollen wir die Annahme machen^ 
daß, wenn t — r unendlich groß von erster Ordnung wird, die Funktion 
^{tf t) unendlich klein Ton der Ordnung 1 s wird, wo c > 0 iai. 

Dann ist das Integral J Mi^t)qi{t,tjdx konvergent^ wenn man die untere 

Grenae ^ — — oo setzt.. 

Wir wollen q>{t,t) den Yc^ei bungskoeffizienten nennen. 

Wir wollen nnn rar zweiten der im vorigen Paragraphen ange- 
stellten Fragen übei^ehen. Man muß die Gleichung (18) nach M anf- 
iSeen, also M{f) als unbekannt, alle anderen QrSfien als bekannt an^ 
sehen. Han erhalt eine sogenannte Int^pralgleiehnng. 

Wir werden zeigen, wie man zu ihrer Auflösung gelangen kann, 
und dabei die allgemeinen Gnmds&tze entwickeln, nadi denen man alle 
fifanliehen Integralglnchnngen lösen kann. Wie schon im Toran^ehen- 
den Eapitel gesagt, entspzeeheu diese GrondsStze yoUkommen denen, 
die wir zuvor bei der Erweiterang der Taylorschen Reihenentwick- 
lung verwandt haben. Han hat fönenden Weg dnzuschlagen. 

Zur YereinfMshung setzen wir JT» 1. Wir teilen das Intervall 
(i^, Q in » Teile A^, . . A,; ^, ^ . . ., seien n Werte ron t inner- 
halb dieser Teilintervalle. 

Wir schreiben nun die Gleichungen auf 



Man hat so ein System von n CHeicfaungen mit den n Unbekannten 
M{t^)^ M(t^), M(t„). Es ist klar, daß, wenn wir zur Grenze übeiv 
gehen und A^, h^, ... unbegrenzt abnehme lassen, die vorstehmden 
Gleichungen sich auf die Integralgleichung (18) reduzieren, üm also 
jene Integralgleichung zu lösen, lösen wir zuerst das System algebrap 
ischer Gleichungen (19) und gehen danach in der Lösung zur Grenze 
Uber, indem wir h^^ . . unbegrenzt abnehmen lassen. Auf diese 
Weise wird man sehr leicht die Lösung der Integralgleichung erhalten. 

In dem Fall nun, den wir vor Augen haben, tritt ein besonders 
gfinstiger Umstand hinzu; die Determinante, die im Kenner erscheinl^ 
wird nimlich gleich eins. Deshalb wird die Losung eine ein&che Ge- 
ll* 
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■talt haben. Umn man braucht nur die Determinanten der Zähler nach 
den, gewöimlichen Regeln zu berechnen und darauf ihre Grenzwerte zu 
ermitteln. AugemscheinUoh findet num Ijöaungtformdn folgender Qestalt 

Jlfft)-Ä,a,(«^,-|.«ft), 



Zur Berechnuu'j; der Koeftizienten A.^{f, k^l, 2, nehmen wir die 

Determinanten, welche sie als Pimktioueu der Größen (p(f,.f^) ana- 
drückeii, nnd trennen lieini Aufschreiben die Glieder ersten Grades, zweiten 
Grades, dritten (xrades usw. Man findet so zAierst (f [fi,fi) und danach 
einfache Summen, Doppelsumraen, dreifache Summen usf. Lassen wir 
jetzt die IntervuUe Ä, , h^,...,h^ unbejrrenzt abnelimen, so werden dieso 
verschiedenen Summen beim Grenzübergang einfache, doppelte, drei- 
&che usw. luteifrale. 

Die iiösungsformel, die man auf diese Weise erhält, ist^) 

i 

M{t) = (o\t) + J co{t)il>{t,x)dt. 

Dabei ist 

t 

i^it, %) Vit, t) SjyU, t)d^ 

t 

t t 

* \ 

i t t 

* I \x 



Man kann daher den Schluß ziehen, daß die Operation der Auf- 
lösung einer Inteijralgleichnng, wie ich sie in meinen Arbeiten über 
die Inversion bestimmter Integrale gegeben habe, im allgemeinen keine 
wesentlichen Schwierigkeiten bietet, die größer wären als bei der Auf» 
lösnng gewöhnlicher Gleichungen ersten Grades. Betrachten wir die 
Gleidinng TOm Typus 

M(ß) = (o{0) + y o{t)qi{&, x)dt «o^ös«}. 
_ <. 

1) Vgl. V. Yolterra, Le9on8 aar les iquations int^alea et intögro-dlffören- 
tielles. Kap. Ii. § 2. 
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d. b. die Fredholm sehe Glddbang^), bei der die obeie Grenze kon- 
iluii ist^ M» kann die AuflSsong nteb einer IbuliebeB Methode bewerk- 
fltelUgt werden. Man ersetzt sie suirilehst dureh daa System 



Mit:) - «(o + »1 «(o + ^) -f - + ».«(o«>ft, Kl 

Dieses System löst man iiac li der .Methode der Determinauten auf, dann 
geht man '/.ur (ir<'n/e ül>er. intletu man die InterTalle h^. h„ xin- 

beifrenzt al>nelinien läßt. In diesem Fall«/ muß man sowuiil Zähler als 
auch Nenner berechnen, während im vorigen Fall der Nenner gleich 
eine war. 

Wir haben so das Prinzip für die Lösung linearer Integral- 
gleichungen augegeben. Von hier aus kann man ohne jede Schwierig- 
keit die zweite der oben aufgestellten Fragen beantworten. 

81. Frinsip des geschlossenen Kreisprosesses. 
Wir gehen zur dritten Frage über. 

Um tiefer in sie einzudringen, wollen wir mit einigen Vorbetrach- 
tongen beginnen. 

In allen Fällen der Hysteresis und aUgemein der Vererbunsrs- 
wirkungen spielt die Frage der geschlossenen Kreisprozesse eine sehr 
wichtige RoUe. Wir "wollen das Torsionsmonient M und dc7i Tor- 
sionswinkel cj als Abszi^se und Ordinate eines Punktes A betracliteu. 
Wir setzen voraus, daß sieh Jf seit der Zeit — oü periodisch ändert. 
Ändert sich w nun auch jieriodiseli, und zwar mit derselben Periode, 
so wird der Punkt A eine gedchiossenc Knrre durchlaufen. Ist diese 
Ptdingutit^ erfüllt, sn kann man, welches auch immer die Periode des 
Torsionsmoments sein möge, beiiNeisen, daß r/ {/. t j eine Funktion der 
Dit^'erenz l — t «ein muß. L mg» kehrt, ist (pi f.T; eine Funktion der 
DiÖcrenz t~t, so läßt sich /eigen, daß A eine geschlossene Kurve 
durchläuft^ wenn M sich periodisch ändert.^) 

Ist nun 9 (7, t) eine Funktion von t — t, so bedeutet dies, daß die 
Ton einem gegebenen Torsionsmoment nach einer bestimmten Zeit ver- 
anlagte Torsion nur von der Größe des verhossenen Zeitintervalls nnd 

1} Vgl. Anm. 1 ni 8. 166. 

8) y.VoUerra, Solle eqnaiumi della elettrodinamica. Read. Aoc. Liiioei(5} 
18, 203. 1909 (1. Sem.). Y. Volter rn. Sur Ics ^qaations int^o-difffrentielles «t 
leun applicatiODS. Acta Math. 85, 296. 1912. 
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nicht von dem Zeitpunkt abhängt, in dem das Moment wirkte. Dieie 
Eigenschaft kann die UnTeränderlichkeit der Vererbung geuaDot 
werden. Man folgert den Satz, daß die Existenz des gescUossenen Kma* 
Prozesses die ünTeoftnderliolilEeit der Terarbong als Folge naoh dek 
zieht und umgelEflIizt Deshalb kann man die beiden Eigenschaften als 
gleichwertig ansehen. Idi nenne das Torstehende Theorem das Prinzip 
des geschlossenen Kreisprozesses.* 

Wir haben das Prinzip hier in dem besonderen Fall linearer Ver* 
erbung angewandt; es ist aber weit allgemdner.^) 

Ist nun <p(t,T) (p{L, — t), so kann man die Integralgleichung 



und nach der angegebenen Methode zur Lösung von Integralgleichnngen 
kann man den Naohwirkongskoeffisienten ^{i) bestimmeni wenn man 
M(t) und o(0 kennt 

Somit ist die dritte Frage gelosi FOr die Probleme, die wir bis 
jetzt behandelt haben, genügt also die gewöhnliche Analysis der Inte> 
gzalgleiohnngen. 

82. Schwingungen infolge von Torsion, liitegraldifferentiialglelohimgen. 

Wir werden alsbsld zeigen, daß man zu den Integraldifferentialglei* 
chnngen greifen mnfi, will man die entwickelten speziellen Betrachtangen 
anf allgemeine flQIe ansdehnen. Beror wir indes an diese Erweitemng 
herangehen, ist es nfitzlich, zunächst Gleichungen dieser Art zabetmohten, 
ohne das spezielle PK»blem der Torsion zu yerlassen; allerdings werden 
wir die Torsion nicht mehr vom Standpunkt der Statik aus betrachten, 
wie wir es bisher getan haben. Wir wollen eine dynamische Frage 
nntersuehen, d. h. die Frage nach den Schwingungen einer Saite. Es 
ist klar, dafl es nach dem d'Alembertsehen Prinzip für den Übwgsng 
Yoa der Statik zur Dynamik genügl^ das Torsionsmoment M durch die 

Diffsrenz M — ii zu ersetzen, wobei ft eine konstante GhrÖße ist 

Mau findet dann 



1) y. Volterra, Snifenomenieieditam. Rend, Acc. Uncei (6) 82 (I.Sem.), 9. 
1918. Ygl. auch Xap. 7 der «eben erwähnten Levens war les fonctions de li^es. 



t 



n(t) = KM(fy 4- jM{x)9p{pf x)d% leicht umformen in 




0 
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Man kann diose CfleielLiing dnrcli die reziproke eraeizen, die man dnrcli 
Aufldsnng der Integralgleiehiiiig erbiilt: 

t 

Biehien wir unsere Anfmerksamkeit zuerst auf die Nator der eben 
gefondenen Gleidmng. Sie ist zn^^eiofa eine Differwitialgleiohiuig und 
eine Int^pnlgleielinng; dran nelimea wir 4d(^ als Unbekannte^ so er- 
scheint diese Funktion unter einem bestimmten Integral, und sie ist 
aneh zweimal naek t differenziert. Diese Gl^ehung ist daber Tom 
Typus der Integraldifferentialgleichungen. Man bum aber zeigen, daß 
man bei dieser besonderen Integraldifferentialgleiohung die Ableitungen 
durch zweimalige Integration nach i wegschaffen und sie so in eine 
gewöhnliche Integralgleichung umformen kann. 

Desw^en kann man diese Gleichung' eine scheinbsre Integnldif- 
ferentialgleichung nenntti; denn ihre differentiale Natur kann zum Ver- 
schwinden gebracht werden, und ihre Doppelnatur ist infolgedessen 
keine wesentliche Eigenschaft. 

Wir wollen auf diese besondere Gleichung nicht weiter eingehen. 
Sie kann uns indes dazu dienen, um Tom Standpunkt der Physik eine 
interessante Bemerkung zu machen. Wir haben im Toraufgehenden 
Kapitel gesehen, daß man den Tererbungskoeffizienten durch Auf- 
lösung einer Integralgleichung bestimmen kann, die eine statisdie 
Besiehung zum Ausdrack bringt Ebenso ersieht man leicht^ daß sich 
der Yererbungskoeffixient auch auf dynamischem Wege durch Be- 
obaditong der Saitenschwingungm und Auflösung der Integralglei- 
chung (20) nach 99 bestimmen laßi^ wenn man Toraussetzi^ daß 9 eine 
Funktion Ton i — tkL^) 

88. AUgemeiner Tall der gaatlaittt unter Berfioksiohtigung der 

Vererbimg. 

Wir wollen nun zum allgemeinen Problem der Elastizität über- 
gehen, und zwar unter Berücksichtigung der Vererb uagserscheinmigen.') 

Das Hookesche Gesetz stellt lineare Beziehungen auf zwischen 
den sechs? Elementen, die die Spannungen in jedem Punkt bestimmen, 
und den sechs Elementen^ die die Dei'ormatiou bestimmen (vgl. Kap. 14). 

1) y. ToUerra, Ylbmioiii eUuifeiche nel eaio deDa oreditft. Rend. Aee» 

Lukcei (5) 21 (2. Sem.}, S. 1912. 

2) Vgl. y. Yol terra, Sur loa i-quations intögio-diffärentieUeB et lean ap- 
plicatioM. Acta Math. 8&, 296. 1912. 



168 



Yrtö YoLTinBA.: 



Beseiehnen wir diese Elemente mit 

^ Yu tt«- 1,2,3), 

so erhalten wir die Gleichungen 

(21) YtM '^^«f/kk tkk ► 

Man Yemacliläsfligt so die VererbimgBersclieinnDgen, denn man seist ja 
Torans, daß die ai^enblickHche Deformation nur Ton den angenblick- 
liehen Spannnngen abliSngi Wollen wir nns aber dardber Becliensehaft 
ablegm, daß irgendeine Spannimg in einem Teileben des elastiyscbra 
Medinms auf alle künftigen Deformationen ihren Einfluß geltend maobi^ 
80 wird man, wie wir es in dem speziellen Fall der Torsion getan 
baben, die Torstebende Gleichung dadurch berichtigen müssen, daß man 
einen Ausdruck (pf, hinzuffigt, der ron all den Spannungen abhängig 
die seit der Zeit — oo bis zum gegenwärtigen Augenblick auf das 
Teilchen gewirkt liaben. Unter ähnlichen Yoraussetsungen, wie wir 
sie im Fall der Torsioa gemacht babeu, kann mau (p.^ in eine Reihe 
^twickeln, die ähnlicLen Typus wie die Taylorsche besitzt, und die 
sich der bereits im Kap. 28 besprochenen Reihe annähert. Man er- 
hält so eine unendliche Summe von Ausdrücken, die nacheinander Ton 
einfechen, doppelten, dreifachen usf. Integralen gebildet werden. 

Machen wir die Annahme, daß mau in dieser Reihe alle Glicfler 
vernachlässigen kann bis auf das erste, d. h. bis auf dasjenige, das die 
einfachen Integrale umÜEkßt, so ist die Beasiehung (21) durch die Glei- 
chung zu erseteen ^ 

— <» 

Diese Gleichung Tereinlacht sich durch die Annahme^ daß man alle 
YOr der Zeit ^ erfolgten Wirkungen Temachlassigen darf. Sie wird dann 

t 

(22) y,, ify "^»/hg^kkit) -\-f^i»fhk *) ikk (t) dt. 

Die so am Ilookescheii i'esctz nn^ebrachte Modifikation ändert 
den Ty|)us de)- <irundbe/.ie]umi4«'U, denn sie verwandelt diese in inte- 
grale Beziehungen. Immerhin bleiben die Beziehungen linear, und da- 
her werden wir wie früher die hier betrachti^te ^ orprbnng eine lineare 
Vererbung nennen. \om Standpunkt der Physik ist diese Eigen- 
schaft charakteristisch dafür, daß das Prinzij) der Superposition für die 
Wirkungen der Spannungen gilt, die in allen dem gegenwärtigen vorauf- 
gegangenen Zeitpunkten ausgeübt worden sind. Diese W irkimgen wer- 
den im Verhältnis der Koeffizienten (pi,fhk(t- r) verkleinert, die man 
Vererbungskoeffizienten nennen kAun. Öie werden im allgemeinen 
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Ton den Yanabdn t und t und anßerdem Ton d«n Baamkoordinaten 
XfffM des betraohieien Teilchens abliängen. Es ist klar, daß dieBe 
Koeffizienten mit waehsendem i — t slynehmen und aohließlick nnend- 
lidt klein werden mflssen, wenn t — t onendUdi grofi wird. Wir 
wollen ToraossetEen, daß, wenn t — z unendlich groß erster Ordnung 
wird, 9<«/A4(^ t) nnendlich klein Ton der Ordnung 1 + « wird (c > 0). 
Die Grondbesiehungen (22) bilden Syiteme TOn Integralgleidiiingei^ 
und ee hat keine Schwierigkeit^ sie nach t^^(t) auf dieselbe Weiee auf- 
zuldaeuy wie wir eine einaelne Integralgleichung gelSst haben, d. h. wir 
haboi zuerst die Integrale durch Summen zu ersetzen und dann zur 
Grenze überzugehen. Ea genfigt hierfür die Voraussetzung^ daß die 
Determinante D der Größen ottftk von Null versehieden ist. 

Man dxflokt so die Spannungen linear durch die Deformationen 
aus und findet 

t 

(23) tkk =^^*/A* fi, (0 + f ^itjhk it, y., ix)d%. 

Die Koeffizienten -l,,,/,* sind die Verhilltnisso der den Elementen 
ai,!Hk der Determinante I) zugeordneten Unterdeterminanten zur Detor- 
minante D selbst. Die Funktionen u t) werden, äkulich wie im 
Kap. 30, aus den Funktionen 9 ,, /,;. mit Hilfe von (Quadraturen berechnet. 

Die imKap.31 angestellten Betrachtungen smtl auf diesen h'ail anwend- 
bar, d. h. man kann das l'rinzip des geschlossenen Kreisprozesses erweitern. 

Es läßt sich nämiich beweisen, daß, wenn jeder periodischen Ände- 
rung der Größen periodische Änderungen der Größen mit der- 
selben Periode entsprechen sollen, dann die Koeffizienten g)u/hk(t,t) 
Funktionen der Differenz t — x sein müssen. Man schließt hieraus, daß 
die Shdstena des geschlossenen Kreisprozesses und der Unyeranderlich- 
keit der Vererbung gleichwertige Eigenschaften sind. Sind die Koef- 
fizienten (f^^iiiHk Funktionen von i — x,w kann man sie leicht bexechnoiy 
wenn die Funkticnen y^^ und t^^ durdi die Lösung eines Systems Ton 
Integralgleichungen ermittelt sind. 

Sobald wir die Spannungen t^^ durch die Deformationen aus- 
gedrückt haben (Formeln (23)), können wir ohne Schwierigkeit die 
Oleichgewiditibedingungen hinschreiben. Es genügt, die unbesümmten 
Bedingungen Ar das elastische Gleichgewicht anzuwenden, d. L * 





dx 


+ 


dt,. 




3^, 




(24) 


du, 
d» 




dtt, 
dy 




et,, 

dt 
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Vit« VoLTsaBA: 



wobei if die Dichte und X^TfZ die Eomponenten der HaBieDkrftfbe 
dnd. Dam kommra die Qfengbedingangen 

/^i cos{nfX) -f cos (n.y) -f ^,3 eo8(n,jer) = X^, 
(24') cos (n, j) + cos i^j + ^2s coß («, -0) T^,, 

eo8(ii,a;) -1- ^, co«(ii»y) 4- ^ co8(f»,#) - 

wobei X„, Ygf die Spannuxigeii an der Grense bedeuteo. 

Wir drfleken jetaet die Großen 7^^^ dareb die Eomponaaten der 



; aus; 


man 


erbnt: 










^e? , die 




Ii' 




dir , du 




dto 

dt' 




du dv 
dy'^'dx' 



(24") 



Seiaen wir in den Gleichungen (24) und (24') für die Größen 
die Aosdrüoke (23) ein, und ersetzen wir weiter in den bo gefundenen 
Formehl die Größen y^^ durch die Auedrflcke (24"), so werden die Be- 
siehangen (24) und (24') zu LLtegraldifferentialgteiehungen; denn die 
tmbekaimten Größen u, v, w erseheinen iu diesen Gleichungen unter 
den Integralen und werden außerdem nach den Yariabeln Xj y, m diffe* 
renziert* 

Wir sehen also, wenn man das allgemeine PM>blem der Elastizität, 
unter Berüeksichtigang der Vererbung ins Auge £ißty so wird man anf 
Int^graldifferentialgleichungen gefdhri Durch sehr einfache Betrach- 
tungen findet man, daß im Fall eines homogenen und isotropen ehtsti» 
sehen Körpers diese Gleichungen die Form annehmen 

t 

+ J [^ft t)A'vit) + (q> it,T) + fit, T)) ^l^^^]dt - Q Y(t), 



(26) 
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Hierbei sind L und K konstante Größen und 

du .dv .dw^ 
dx^ dy^ de' 

Die Gleichungen rednsieren sicli augenscheinlich auf die wohlbe- 
kannten Gleichungen des gewöhnlichen elastischen Gleichgewichts, so- 
bald man die Integralausdrficke wegläßt, die wegen der Yererbong 
auftreten. 

Die eben gefundenen Gleichungen entsprechen den statischen Pro- 
blemen. Sie sind vom elliptischen Typus. Es hat keine Scliwicri^keit, 
die Schwingungsc^leichu Ilgen zu bestimmen, denn nach dem d'Alem- 
bertschen Prinzip braucht man nur die Massenkrafte ifXf QYf qZ durch 
die Differenzen zu ersetzen 

^{^-Tt^^ ^(^-|?)' 

Man findet auch in diesem Fall Integraldifferentialgleiehungen; aber 
diese sind jetst Tom hyperbolischen Tj^va, 

84. Die eleiUsomasnetleoihan Gleioibiiiigen mit BeraokBioli.tigiiiig 

der yererbong. 

Bevor wir in den vorstehenden Untersuchungen weiter fortschreiten, 
wollen wir das Problem des Elektromagnetismus für ruiieude Körper 
unter Berücksichtigung der Xachwirkung in Angritl" nehmen, (ö. Frage 
des Kap. m. 

Wir müssen von den Hertzschen Gleichungen ausgehen, von denen 
wir in der ersten Vorlesung {gesprochen haben^), d. h. von den Glei- 
chungen 

^ ^ 1. 5« d9~' dB * '^'dt " a« dx' ^ Bt " ' 

dt cy dx 

Hierbei sind 3; ^7 ^ t ^® Komponenten der elek« 

irischen TeFsehiebimg, der elektrisehen Feldstibrke nnd des elektrischen 
Stromes y während 2, Wl, 91; L, M, die Komponenten der magneti- 
schen Verschiebung und der magnetischen Feldst&rke sind. 

1) 8. Anm. S au S. iS7. 
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Die gewöhnlichen Bedingungen, die man zn den Toiatehenden Glei* 
chungen hinzuftlgt, eind lineare, ganze algebraisdte Beziehungen zwi- 
Bchen den Komponenten der elektriechen Feldstarke und der eleiktri- 
fchen YerBehiebung nnd zwischen den Komponenten der magnetischen 
Feldstärke nnd der magnetischen Verschiebnng. BerQcksichtigen wir 
aber die Yererbung, so mnß man diese Beziehtingen durch Integral- 
beziehnngen ersetzen, die den eben im Fall der Elastizität betrach- 
teten Tollkommen analog sind. Setzen wir die Gültigkeit des Prinzips 
der Snperposition für solche Wirkungen Toraus, die von sich über- 
lagernden Ursachen herrdhren, so finden wir lineare Integralbeziehnngen, 
nnd zwar ron folgendem Typns: 

t 

+f[Xix)<p,,{t, t) 4- Y{x)f,,it, t) + Z{T)f,,{t, t)]dt. 

l 

t 

Setzen wir diese Ausdrücke in die Hertz sehen Gleichungen (26) 
und (26^) «n, so finden wir auch in diesem Fall Integraldifferential- 
gleichungen. Durch Auflösung der vorstehenden Integralgleichungen 
können wir die elektrische und die magnetische Feldstärke durch die 
elektische und die m^;ueti8che Verschiebung ausdrücken. Man kann auch 
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das in den Torhergahenden Kapiieln ftber das Prinzip des geechloiaenen 
KreieproMBiee Geeigfce hier wiederholeit 

Wir wollen jetsfe einen besonderen BUl betraehten, nnd swnr den 
Fall der Statik. Das ist der einfachste FaU, der ttberhanpt Torkonunen 
kann. Hierbei aodern si<di 

so langsam, dafi man die QröBen 

as dvt ag aa 

dt* Bf dt ' dt ' dt* Bt 

Ternaclilässigeu kaim; außt-rdem ist das Medium niclitleiteiid. In diesem 
Fall existiert ein elektrisches und ein magnetisches Potential 

Es sei 7" (las elektrische Potential. Wir wollen voraussetzen, daß 

die Größen und tp^^ für r^s Yerschwindeo. 

Man erhält dann die Gleichung 

*ii ~a«*" " By* »» a»*~ 

eine Gleichung, die leiciit iu die i'olgeude übergeführt werden kann 

(87) A- V(fy + f f^fH. ,) + ^ f(t. T) + t(t. »)) dz - 0. 

VemaohllsBigt man die Yererbong, so redaaiert sich diese Glei* 
ehung anf die Laplaoesche A*F*» 0. 

Wir können die Gleichung (27) als Typus der eUiptisehen Integral- 
dilferantialgleichnngen ansehen^ ebenso wie die Laplacesehe Gleichung 
den Typus der elliptischen Diflsientialgleichungen darstelli Die Me- 
thoden, die man fftr die Gleichung (27) verwendety können leicht auf die 
Terwickeltsten Fille ausgedehnt werden. Wir woUen uns den Grund- 
gedanken dieser Methoden im folgenden Kapitel anwenden. 

86. Srwetternng der Greens4dien Methode. 

Wir Wüllen zunächst oinmul annehmen, daß die reciite Seite der 
Gleif^huntz; (27) zwar nicht uull, aber doch eine gfegebene Funktion 
FU\ //, 2, t) ist. Wir wollen die Gleicliung dann mit (27') be- 
zeicliueu. 
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Ist 9 — ^1 80 kaxm man die G^leichuDg Bohreiben 

LOst man die Integnlgleichong nack A*V, so findet man 
(28) A»F-9>(Ä,y,*,0, 

wobei 9 eine bekannte Funktion ist 

Die Aufgabe laßt rieb daber in swei Terachiedene Au^bea ter- 
legen^ nämlich 1. die LSanng einer Int^ralgleicbong^ 2. die lutegratum 
der DiffsrentialgleiehuDg (28); d. h. der Poiaeonechen Glriehnng. EKe 
Analyaia der Integral- und der DiflinrentialgleicbuDgen reicht daher zur 
Behandlung'd«' Integraldiff<nentialgleichiuig ana, wenn f^^^^ip iat. 
Dieae atelit daher in dieaem beaonderen Fall kein nenea Ph)blem dar. 
Nehmen wir aber an, daß die Funktionen /) <jp und #r nicht einander 
l^eich aind, ao reicht die Lehre tob den Integral- und yon den Düfe- 
rentia^^Laicbungen nicht zur Loaung dea Froblema ana, und man mufi 
Sur Errridiung dieaea Zida einen nenen Zweig der Analyaia entwickeln. 

Um in daa eben Geaagte noch tiefer einzadringein, kann man daa 
Fkoblem noch auf andere Weiae umfoxmen. Wir aetzen 

Vix, y, i) +f nx, ff, M, t)fit, t) dt - Fi(a^ #, 

t 

«» 

r(x, % 0 -^fy^^f f, A r)il^(ffx)dt - F,(», ff, #, t) 

und Ideen diese Integralgleichnngan nach V auf. Nach dem auaeinandep- 
geaetaten YerfkhreiL erhalten wir 



r(x, y, s, t) - V^{x, y, ß, i) -\rj r^{x, y, s, x)f^it, x)dt 

t 

- F,(a:, y, i) -fj F,(ar, y, a, T)y,ft r)rf» 

- V^(x, y, M, t) +J F,(a;, y, t)^i(^, r)<^t. 



Dabei können die Funktionen f^, q)^, durch Quadraturen bereciinefc 
werden. Zugleich erhalten wir 
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Daher lüßt sieh uuseer lutegraldiffereutialgleicliuiig umlormen in 
zwei Integralgieichimgen 

t 



(30) 



t 



und in die Gleichung (-i'). Diese Gleiehungeu sind simultan und im 
allgemeinen nicht voneinander trennbar. 

Wird aber /* — ^ so werden Fj, F, und Fj einander trleich; 

infolgedessen reduziert sich (29) auf die Poissonsche Gleichung, und 
die Integralgleichungen (30) werden zu Identitäten. 

Wir wollen daher annehmen, daß die Funktionen f, <p und ^ nicht 
einftnder gleidi eind, und woU«a femer anneiimeny d»B — > 0 ist Wir 
wollen allgemeine Eigebnisse mitteilen, die »idi in diesem Fall finden 
laeeen, nnd die man mit dm Eigenselialton der Laplaeeechen Gleichung 
Tecgleielien kann.^) Znnäehit kann man seigen, daß ea im Lmem eines 
Banmes 8 nnr eine einzige Funktion F gibt, die für die Werte yon t 
awiaehen ^ und r(r> /q) bestimmte Werte anf der Umgrenzuig dea 
Gebietes 8 annimmt 

Daher kann man sieh die An^be stellen, die Funktion F za he- 
rechnen, wenn ihre Bandwerte für die Werte Ton t zwischen nnd T ge- 
geben sind. Die Analogie, die zwisdien diesem Problem nnd dem gewdhn- 
liehen Problem der Laplaceschen Gleiohang besteht^ ist augenscheinlich. 

Die Rolle, die der Greensdie Satz spielt, ist wohlbekanni Er 
stellt ein BeBiprozitatsTerhaltnis zwischen zwei beliebigen legoliren 
Losungen der Laplaceschen Gleichung aa£ Man kann nnn fragen^ 
ob es für die Intq;raldifferentialgleichung einen entsprechenden Saia 
gibt. Die Antwort fällt bq'ahend ans; aber in diesem Fall muß man 
ein BeziprofilfttSTerhültniB zwischen einer Losung der Gleichung (27)> 
nnd einer Lösung der a^jungierten Gleicihung 

(31) A'{/(0+/ f^?V(r,0+-'7/V(''') + ^'Ii''«'('.'))'i»-0 

aufstellen. 



1} T. Yolterra, Solle eqaaüoni iat^ro-diffMcmiali. Rend. Aoc! Lincei (6> 
18 (1. Sem.), 167. 1909. — Y. Volterra, Snr lei dinnations mt%co-difitoti*Ue«. 
Aeta Math. W, 996. 1919. 
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Vixo Toltsbra: 



Man muß bei dieser Gelegenheit daran erinnern, «lali man in der 
Ei c mann sehen Theorie ebenfaUs den Greenschen Satz durch Ein- 
führung der adjungierten Gleichungen yerallgemeinert; aber der Typus 
der adjungierten Gleichnng ist in dem hier betrachteten Fall voll- 
kommen anders. 

Die in unserem Falle dem Greenschen Sata enta]^reehaide Bezi- 
piozü&tBbemehung zwischen einer regulären Lösung Fder Gleiehnng (27) 
und einer r^pod&ren Lösung XJ der Gleiidmng (31) lantel nun üolgend^- 
maßen: 

<A) ^,([F,C/j,ö)==0. 
Dabei ist 

+ßtfirj\ {ü(r) - r(f) n., *)«o.C, .) 

Uta 

+ ( ü{r) - r(0 4'{r,t) cos («, ^) j rfff i 

n bedeutet die Xorniale der Umgrenzong. 

Um diese l'orniel anzuwenden, muß man eine Fundamentallösung 
der adjungierten Gleichung ermitteln, d. h. eine Funktion, die der Glei- 
-chung genügt, und die in einem innerhalb des Gebietes S gelegenen 
Pole unoadlich wird. Ich will zeigen, wie sie ans bekannten Fondamen- 
tallösnngen hergeleitet werden kann. Das wird nns zugleich zeigen, wie 
die Lösung der IntegraldifiPerentialgleicbungen fln den Grundgedan- 
ken anknüpft, auf dem sich die Auflösung der verschiedenen auf die 
Litegralgleichungen bezüglichen Fragen aufbaut, d. h. den Gedanken, 
sie als OrenzfaU von Systemen linearer Gleichungen anzusehen. 

Wir wollen einmal wirklich das System simultaner Differential- 
gleicbungeu hinschreiben 

S^v d^v c'i* 

^^]a ^''Uc ^*5i + fl^?!^4.6 '"^A-c '''*-hA^v^O 



Es ist leicht ersichtlich, daß die Integraldififerentialgleichung (27) 
nichts anderes ist als der Qrenzfall dieses Systems, wenn man Torans» 
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■etet» dftfl die Zahl der Unbefaumten und der CHeiehmigeii Uaflnd- 
liehe wSelwi 

Dm dem vorstelieiideii adjungierte Syitem iet 

(S3){ + Ö| 

Es ist nim nicht schwer, die Fundamentallösung des Systeme (92) 
oder des Systems (33) zu bereclmen, wenn man Ton der FimdamentaU 

lösung ^ der Laplacesehea Gleichung aasgeht (r ist dabei die Enir 

ÜBiniiiiig ffwischen dem Pmikt 9, ff, m und dem PoL) Fflr dae %item 
finden wir lo die LSeung 



faL a»£ 



i. * r « ' * 



Ebenso erhalten wir die hUtmag 

1 

».-7. 



Durch Grenzübergang ergibt sich schließlich die Fundamental* 
iSsnng der Gleichung (27). Eine entsprechende Beohuung kann man fOr 
die Gkichungen (33 1 austeilen. Und durch einen ganz ULuIichen Grens- 
übergeng ist auch die Reziprozitatsgleichung (A) gefanden. Anderer- 
seits kann man sie auch direkt erhalten. Zur Vereinfachung wollen wir 
die Fundamentallösung der adjungierten Gleichung (31) nicht explizit 
hinschreiben, sondern sie mit W bezeichnen. Wenn wir dann in der 
Formel (A) ü durch W ersetzen nnd den Pol aus dem Gebiet durch 
eine Kugel ausschlie&en, deren Radius wir unbegrenzt abnehmen lassen, 
so gelingt es, den Wert von V in dem innerhalb des Gebietes S ge- 
legenen Pol durch die Werte von V und seinen Ableitungen auf der 
Umrandung auszudrücken. Die Rechnungen bis zum Auffinden der end- 
gültigen Formel sind sebr verwickelt, aber infolge gittoklicher Umstände 

ArohlT dw MAttMjnatlk und Pbjtik. III. BaUw. XXII. 12 
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▼«ndiwiiideii einige Glieder, ao daA aeli dae BrgebniB Terein&cht Die 
endgOltige Formel lautet 

Fo(d) »teilt dabei den Wert dar, den V(x,ff,0,t) anninunt^ wenn 
und X, fff M die Koordinaten dee Poles sind. Ea ist das die Qmndfonnel 
der ganzen Theorie; sie ist sneli leieht auf den Fall der Gleicihmig aus^ 
andehnen, die wir am Anfange des Kapitels 85 mit (27^) bezeichnet 
haben. 

36. Methoden zur Lösung der Integraldifferentialgleiohungen 
der Fileetiaitftt unter Bear ü okaiohtigwng der Yererbungaeraoheinongen. 

Wir haben in der aweiten Vorlesung von der Betti sehen Methode 
sur Integration der Difforential|^eiGhaDgen iDIr das ekstiaehe Gleiehge- 
wieht (Kap. 16) und Ton der Kirchhof fachen Methode (Kap. 17} ge* 
sproehen. Wir woUsn jetat aeigen, daB aidi im Falle der Vembui^ 
ebenso allgemeine Lösungen angeben lassen. Man muß hierfür Metho« 
den anwenden, die eine Yerallgemeinerang der eben für die Gleichung 
(27) entwickelten darstellen , die sich daher aus der Yerelnigimg dw 
Grundgedanken fElr die Behandlung der Differential* und Int^ralglei- 
chun^en ergeben. 

Wir kehren zu den Beziehungen (23), (24), (24'), (24") zurück, die 
die Bedingungen für das elastische Gleichgewicht im Falle der Vererbung 
ausdrücken. Wollte wir einen grundlegenden Beaiprozitätssatz aufstellen, 
so mflssen wir eine Lösung dieser GieichuDgen zu einer Lösung eines 
adjungierfcen Systems in Beziehung setzen. 

Um das adjungierte System au erhalten, braucht man nur die Glei- 
chung (28) durch die Gleichung 



t 

zu ersetzen und die übrigen Gleichungen beizubehalten, d. h. 2u schreiben 

öx c y oz ^ ' 

t[, COS (w, X) + cos («, y) + cos («, i?) =- , 

cos ( \l , ./• ) -f ti, cos I // , //) + COS Z) ^ Ygf 

COS (n, X) -j- cos (», y) -f cos (», j^) — 2^ ; 
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Tili 


y't» ~ 


dy 


^ cz ' 




dv' 




du 


dw' 
dx ' 


rü- 


dw' 
de ' 




dv 
dx 


au' 
^dy' 



(B) 



Der iieziprozitätssatz lautet folgendermaßen: 



T 



lg j 0 



Hierbei ist 8 der Rarnn, in dem die elastisdieD Kräfte wirken, und tf 
seine ümgrmsnng. Um den Satz sn verwenden, muß man Fundamental* 
Idsnngen bereelmen. Man eriiSlt sie leidit im Falle der Isotropie, wo 
die Oleiclmngeii die Form (25) annehmen. 

Difiemiziert man nämlich die erste Gleichung des Sjeteme (25) 
nach X, die sweite naeh ff, die dritte nach 0, so erhalt man durch Ad- 
dition die Besiehung 

Hieraus kann man durch Auflösen einer Integralgleichung den Wert 
von A^O ermitteln. Sind die Massenkräfte null, so ist 0 harmonisch- 

Ebenso lassen sich dorch Auflösen von integralgleichuDgeD die 
Werte von 

ermitteln*, man ersiekt so, daß 

dv> dv du dvi' dv du 
5y di* 'dz~dx^ dx~dy 

harmonisch sind, wenn die MasBenkrätte nnll sind. 

Hieraus kann man dann die FundanientHllüsuugen der adjun<,nerten 
Gleichungen erhalten Durch Anwendung der Reziprozitätsforrael (R) 
lassen sieh sowohl die Dilatation wnd die Rotation als auch die Kom- 
poueuteu der Verscliiebuug als Funktionen der Verschiebungen und der 
Spannung^en an der Unirrrenznug ausdrücken. Im Falle der Kugel er- 
geben besondere Methoden die Lösung unmittelbar. 

Bevor wir schließen, wollen wir nur noch < :n W ojt über den lypi- 
schen Fall der hyperbolisohen Integraldiliereuiialgleiciiungen sagen, die 
der Kirchhof fachen Differentialgleichung entsprechen. 

12* 



Digitized by Google 



130 Vrro Voltshba: 

Wir betrachten die Gkiehiiiig 

Sind die Funktionen 9 tmd ^ einander gleidi, so kann num ähn- 
lich yerfabren wie früher, als wir nns mit dem Problem der Torsions- 
dynamik beach&ftigt haben; sind aber f, ip und ^ nicht einander gleich, 
80 muß man zuerst anmittelbar einen Reziprozitätssatz herleiten. Man 
maß sodann eine Fundamentallösung berechnen, und zwar gelangt man 
dazu durch ein besonderes Verfahren, das wir hier nicht entwickeln 
wollen. Schließlich kann man durch Einführung der Fundamentalfunk- 
tion in die Reziprozität-^formel die Gfiltigkeit der FonneL (A') TOm ellip- 
tischen auf den hyperbolischen Kall erweitern. 

Wir haben hier nur einen ersten kurzen Abriß der Theorie der 
Integraldiäerentialgleichunf2;en gegeben; aber ihr Studium kann weiter- 
geführt werden, und man gelautet zu speziellen Anwendungen und zur 
vollständigen Lösung der sich darbietenden Probleme. So ist beispiels- 
weise tla.s Probleit) des Gleichgewichts einer isotropen elastischen Kugel 
unter Berücksiclitigung linearer Vererbung vollständig gelöst. Die Lösung 
dieses Problems wird durch sehr stark konvergente Reihen gegeben.^) 

Die Analysis der Tertauschbaren Funktionen^) ist ein sehr nütz- 
ücheB Hilfsmittel für alle diese Frnf^en; wollten wir sie aber darstellen, 
80 würde uns das sehr weit wj^^diliren.^") Deshalb beschränken wir 
uns hinsichtlich der Vererbungserschemungen auf die Yorstehendeu Er- 
gebnisse. 

Sie beweisen, daß man mit Hilfe der Theorie der Integraldifferen- 
tiaigleichuugen und der Integralgleichungen die Vererbungserächeinui^en 

1) V. Volterra, Soluzione delle equazioai integro-diSerenziali deir elasticita 
nel caso di una sfora isotropa. Bend. Lincei (5> 11> 1 Sem), 107. 1910. — V. 
Volterra, Deformazioue di una sfera elastica, suggetta a date tensioni, nel ca«o 
«rcditario. Rend. Lincei (5) 19 (1. Sem.), 289. 1910. 

8) Zwei endliche nnd stetige Funktionen heifien Tertatischbar, wenn die 
BeziehnQg gUt: jF{x,S^*9{j^y)di^J^^(w,QF{^y)d^, Aend. Lincei (6) 19 

(1. Sem.), 169. 1910. 

S) V. Volterra, Questioni generali inlle «quanou integrali ed integru-diff»- 
tennali. Read. Lincei <6) 19 (1. Sem.), 169. 1910. ~ T. Volterra, Sopn le tm- 

i ■ i permutahili. Ebenda, S. 426. — V. Volterra, Sopra una proprieta generale 
delle eqnnzioni integral! ed integro-differensialL Send. Linoei (5) SO (9. 8«m.)» T9. 
1911. -- Vgl auch Anm, 1) auf S. IIS. 
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analytisch ganz allgemein bebandeln kann, ohne irgend eine spezielle 
Annahme über die Funktionen, die sie bestimmen, d. h. über die Ver- 
erbungskoeffizienten zu machen. Es ist wohlbekannt, daß es bei Fra- 
gen der matliematischen Physik und der Mechanik von Nutzen ist, die 
Konstanten so lange wie möglich nnVicstimmt zu lassen und erst im 
letzten Augenblicke, wenn man die Formeln auf konkrete Fragen an- 
wendet, Zahlenwerte dafür einzusetzen. Aus diesem Grunde ist die An- 
wendung iler Algebra auf Fragen der Naturwisgenschaftea immer wich- 
tiger geworden. Ebenso erkennt man, wie vnrt*^ilhaft es ist, die oben 
erwähnten Funktionen uubestimmt zu IaF!p( n und die Proi)ieme der 
Vererbung in •I'T größtmöglichen Allrrpiiioinlieit zu lösen. Mau wird 
dip V'frerlningskoettizienten in deu spe/itiieii Fallen, die sicii darbieten, 
t erliegen können, oder man wird sie sogar durch Vergleich der all- 
gemeinen Formeln mit den BeobachtungsergebniBsen bestimmen küniien. 
Aus all diesem erklärt sich die wesentliche Bedeutung und der große 
Nutzen der Methoden, die an den Gedanken anknüpfen, Funktionen 
zu betrachten, die von allen Werten anderer Funktionen abhängen. 
Denn hieraus Hießen die zur Behandlung der Integral- und der Integral- 
differentialgleichungen benutzten Methoden. 

Würden diese Methoden fehlen, sri waren analytische Entwicklungen 
über die Vererbung nicht möglich^ man müßte vielmehr bei den ersten 
Schritten stehen bleiben. 

Die Ton uns betrachtete Vererbung ist die lineare. Der „trainage" 
und die gewöhnliche Nachwirkung nähern sich dieser Art der Vererbung. 
Die sogenannte elektroteclmische Hysteresis dagegen wird hiervon nicht 
umfaßt. Um sich hiervon zu überzeugen, braucht man nur die Erschei- 
nung des permanenten Magnetismus zu betrachten; aber es liegt dem 
nichts im Wege, das Gebiet der Theorie in der Weise zu erweitern, daß 
mau vom linearen 1 all ausgeht.*) Somit haben wir auch die sechste 
der Fragen, die im Kapitel 2i) aufgeworfen worden waren, beantwortet. 

1) T. Toltetra, Sur lea foBetiont qni d^tndent d*aiitxM Ibncfcbiit. Comptea 
Benduf US, m. 190t. 
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